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˽͔͔͍ͪ͊͟͡: ˽ ͪͦͼ͙͟ ˽͔ͭͪͦ ˽ ͍͍͙͊ͦ͡;1 

ρ ˏ̒̓̔̐ 
Z-Notation отримує все більше визнання, як корисний засіб специфікації програмних систем. Підтримка Z-

Notation засобами автоматизації, після поштовху розпочатого стандартизацією методу, різноманітна, 

особливо в області автоматизації доведення. Проте, здається, що не існує єдиного погляду на те, що 

власне розуміється під доведенням властивостей Z специфікацій. Виявляється різні дослідники 

розуміють Z-Notation та доведення у Z по-різному. 

Часто під Z-Notation розуміють стилізовану форму класичної логіки предикатів першого порядку та теорії 

множин з простою системою типів (та це не загальне розуміння, див. нижче). Мова схем значно 

ускладнює це відношення. З часом по мірі ускладнення семантики схем, ставало все менш зрозумілим чи 

достатньо загальних математичних засобів для маніпулювання ними, чи Z-Notation потребує власної 

логіки. Дивно, але при розробці засобів автоматизації Z деякі автори здається навіть на задавались цим 

питанням, натомість вважали, що семантика Z прямо співвідноситься з обчислювальною логікою деякої 

вихідної системи. 

Таким чином, мова дискурсу стала на причуд затуманеною. Мета цієї роботи - встановити зв’язки між 

різними розуміннями природи доведення в Z та пояснити проблеми, що при цьому виникають. 

Автоматична трансляція з однієї системи нотації в іншу (або однієї логіки в іншу) є, звичайно, частиною 

будь якої тотальної логічної системи для Z. Але оскільки Z велика та багата нотація, верифікація таких 

перетворень стає проблемою сама по собі. 

˿ͻ͔ͣ͊ ͍͙͊͒ͯ͟͡ ͔ͣ͊ͭͪ͊ͯ͜͡ ͯ ͫͭ ͊ͭͭ͜. Наступний розділ встановлює правила гри:  вводиться поняття та 

призначення доведення у Z. У розділі 3 визначаються поняття, у відповідності до усталеної термінології у 

логіці. Якимось чином загально прийнята термінологія не завжди слідувалась у середовищі дослідників 

Z-Notation, та стала предметом непорозумінь серед різних науковців. Розділ 4 охоплює огляд деяких 

найпрогресивніших підходів з цієї теми та містить посилання на більш детальний виклад у інших 

джерелах. Розділи 5 та 6 розкривають суть двох найбільш суттєвих проблем, які впливають на доведення 

у Z: схеми та проблема невизначеності. У заключному розділі встановлюється подальший напрямок та 

пов’язані роботи. Існують альтернативні підходи щодо теми статті, які взагалі не базуються на логіці 

предикатів першого порядку. У майбутньому ключовим питанням, на думку автора буде пошук шляхів 

подолання складності доведень у Z. Стаття завершується рядом висновків. 

                                                             
1 Переклад розпочато 22 червня 2008 р., перший варіант завершено 30 червня 2008 о 10:32,  
ˤ͊͗͡ ͙͍ :ͦ даний переклад не є офіційним, та не повинен використовуватись, як джерело для цитування – 
використовуйте оригінальний варіант статті: Andrew Martin, Relating Z and First-Order Logic 
E-mail: piter.protsyk@gmail.com, Web: http://www.protsyk.com  
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2 Zȟ ̨̨̘̌̏̄̎ ̘̠̉̒̌̆̎̎ȟ ̓́ ̒̆̍́̎̓̉̋́ 
Не має сумніву, що Z-Notation є логічною нотацією. Ключовою задачею при написання Z специфікацій – є 

написання схем. Основний зміст схеми знаходиться в її предикатній частині. Це зібрання речень 

(висловлень) логіки предикатів першого порядку. Синтаксис який Z на них накладає дещо відрізняється 

від зазвичай прийнятого, проте це не є суттєвим. 

Хоча в деяких філософських дисциплінах логічна нотація може вводитись як засіб підвищення точності 

висловлень, в математичних роботах, і  в програмній інженерії зокрема, більш звичним є введення 

числення для подання логічної нотації. Логіка не використовується як мова на власних правах, але як 

засіб що забезпечує акт доведення. 

В цьому ключі Z незвична нотація, оскільки вона не є «семантично вільної», вона виникла з багатою 

мовою і малою логічною складовою. У роботі [25] представлена денотаційна семантика, а також 

елементи логічного числення для нотації схем. Більш загальні правила логічного доведення приймаються 

але явно не визначаються. 

Це нагадує нам, що існує принаймні два можливих підходи для визначення значення уривку 

формального тексту: можна визначити денотаційну семантику; модель в деякій системі, яка вже є 

зрозумілою – це основний підхід Spivey (на противагу використання Z як метамови). Альтернативний 

підхід – визначити логічне числення, систему міркувань, яка вводить співвідношення між термами мови 

без їх інтерпретації. Такий підхід задає визначення більш високого рівня, і як правило більш практично 

обумовлений. 

Зрозуміло, що багатьох авторів специфікацій не будуть цікавити, а ні модель, ні логіка. Їх цікавить 

написання специфікацій та донесення ідей без непорозумінь, а не скажімо доведення, того що їх 

специфікації повні. Тим не менш, логічна система, як було зазначено, це важливий ментальний 

інструмент написання специфікацій. Той хто специфікує повинен знати, чи наприклад, запис: 

}{' dom yxfffx :  

еквівалентний запису: 

 }.{' yxff :  

Розкриття визначень різних операторів це процес логічного мислення. На деякі питання такого роду 

легко дати відповідь, інші вимагають ретельного послідовного міркування. Відповідь залежить від 

вибору логічної системи, та зазвичай не може бути даною без уточнення моделі. Більшість логік будуть 

збігатись у багатьох аспектах, але в деяких випадках, особливо у випадку залучення часткових функцій та 

предикатів, відповіді будуть різними. 

Якщо користувач Z дійсно хоче отримати більш формальну аргументація (наприклад при обчислення 

передумов) тоді вибір логічної системи (чи для автоматичного, чи ручного доведення) буде мати значний 

вплив, потенційно на простоту чи складність доведення та можливо на результат. 

Існує ряд спроб для уточнення поняття доведення в Z, і як результат відсутність «загальноприйнятої» 

практики. Деякі з цих спроб будуть розкриті далі в статті; вичерпний огляд дається в [18], він покриває 

традиційні логічні подання та засоби автоматизації доведення та міркувань для Z. 
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σ ˙̏̃̉ ̓́ ˘̨̏̄̋́ 
З якоїсь причини, мова прийнята для обговорення семантики Z та її логіка часто входять в розріз з 

усталеною термінологією математичної логіки [19, 8]. У цьому розділі робиться спроба навести в цьому 

порядок. 

σȢρ ˟̨̨̠̆̑̍̎̏̌̏̄ 
У цій статті ми дивимось на нотацію Z як на мову в сенсі логіки. Предмет синтаксису – це те як будувати 

специфікації у Z. Вивченням змісту та зв’язків між специфікаціями (предикатами) або через модель або 

через логіку – це предмет семантики. 

Ми можемо будувати семантику Z через співставлення кожному терму мови деякого математичного 

об’єкту (зазвичай множини). Конкретна семантична конструкція – це ͣͦ ͔͒͡Έ деякої Z специфікації (або 

предикату), якщо співвідношення які справджуються між термами специфікації також вірні і в моделі 

(якщо предикат приймає значення ͫ͜ ͙ͭͤ͊). Предикат виражає ͎ͦ͜͡;ͤͯ ͙ͫͭͤͯ͜ ό͍͎ͭ͊ͭͦͦ͜͡Όύ, якщо він 

істинний у будь-якій моделі. Він логічно істинний по відношенню до специфікації, якщо він істинний у 

будь-якій моделі цієї специфікації. 

˶͎ͦ͊͜͟ ͒͡Ύ Z це зібрання аксіом та правил виведення записаних у Z нотації. Ці правила та аксіоми можуть 

застосовуватись індуктивно для визначення які предикати є логічними наслідками інших. Ті що є 

логічними наслідками порожньої множини предикатів (або, що є еквівалентним, логічними наслідками 

аксіом логіки) називають ͔ͭ ͔͙ͦͪͣ͊ͣ. Як правило, така логіка дозволить використовувати визначення у 

специфікаціях (схеми, базові дефініції, тощо), так що предикат може бути ͔͔ͭͦͪͣͦΌ ͔ͫͨͼ͙ͺ͊͜͟ͼ͜͝, якщо 

він є логічним наслідком визначень цієї специфікації. 

Логіка для Z називається ͔ͤͫͯͨ ͔͔ͪ;͙͍ͦ͡Ό в деякій моделі, якщо кожна її теорема логічно істина. 

Традиційно також ставити питання чи є логіка ͍ͨͦͤͦΌ, тобто – чи кожен логічно істинний предикат є 

теоремою. З наслідку теореми Гьоделя про неповноту відомо, що неможливо знайти повну2 логіку для Z 

беручи за основу будь-яку традиційну теорію множин.  

Інше питання яке можна поставити: чи є логіка Z повною по відношенню до її відображення в теорію 

множин, що прийнята за основу: це припускає трактування прийнятої теорії множин як формальної 

системи самої по собі, а не як раніше – моделі. Такий альтернативний спосіб розуміння пояснюється 

нижче. 

ˢ͡Έ͔͙͍͙ͭͪͤ͊ͭͤ ͚͎ͨͦ͡Ύ͒. Z часто розглядають не як мову, а як прикрашений синтаксис теорії множин 

Цермело-Френкеля. При такому розумінні більшість означеної термінології не використовується. 

Натомість шукається відповідність між Z та мовою теорії множин прийнятої за основу. Оскільки частина Z 

– це просто теорія множин, відповідність часто прозора та можна використовувати звичайні правила 

теорії множин до термів Z. Якщо часткове обернене відображення для цього співвідношення можна 

знайти (це не буде бієкцією оскільки багатий синтаксис Z не характерний для системи, що приймають за 

основу) тоді можна говорити про те, що логіка для Z індукується прийнятою за основу теорією, однак 

така побудува не знайдена. 

                                                             
2
 Та несуперечливої  - прим. перекладача 
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Необхідно зауважити що процес трансляції майже не відрізняється від процесу побудови моделі для Z як 

було зазначено вище. Це може допомогти пояснити чому процес стандартизації семантики Z, який був 

розпочатий з пошуку логіки для Z, був пізніше сфокусований на теорії моделей в Z. 

В багатьох засобах автоматизації доведень описаних в літературі, не робиться спроб описати логіку для Z. 

Натомість, такі засоби будуються шляхом вбудовування3 Z в деяку обчислювальну логічну систему. 

Найбільш вдалі з цих підходів використовують логіку вищого порядку (див. опис HOL засобів та систему  

Isabell) як основу. В залежності від того, наскільки вдало семантична структура Z зберігається при 

трансляції такі вбудовування варіюються від «поверхневих» до «глибоких». Побудова «глибокого» 

вбудовування (тобто такого при  якому зберігаються більшість структури Z) не тривіальна задача. Як 

результат виникає питання валідації такого перетворення.  

Доведення в теорії взятій за основу можуть буди демонстративно повними для моделей в цій теорії, але 

підхід вбудовування не взмозі відповісти на питання чи це доведення представляє повне доведення в Z, 

оскільки по іншу сторону немає нічого, що могло б оцінити це перетворення. Різниця між істиною та 

можливістю її довести чітко постає в філософському сенсі та є поза межам розгляду в цій статті. 

σȢς ˟̆̏̑̆̍̉ 
З самого початку біло звичним писати припущення (або теореми) в Z специфікаціях таким чином: 

  (1) 

Метою цього було робити припущення (або підкреслити), що pred є логічним наслідком попередньої 

специфікації. Різні Z параграфи написані зліва від символу ( ) – схеми, визначення, предикати та інше. 

Значенням яке вкладається в (1) є те, що додавання цих параграфів до попередньо написанної 

специфікації має pred логічним наслідком. 

Так, наприклад, для специфікації «Birthday Book» яку знаходимо в Spivey*26+, він демонструє (без запису  

, що: 

 (2) 

Розуміючи під цим, що в контексті цієї специфікації, та далі, в межах дії  як визначення, 

 має записану вищу властивість (2). 

Spivey запобігає використанню в такий спосіб, але інші автори цього не роблять. Оскільки логічна 

система що буде використовуватись в такому доведенні в більшості не формальна (або взагалі не 

коректна) це є найбільш визначним зловживанням нотації, або, інакше філософською вільнодумністю 

навіть для найбільш палкого платоніста.  В згаданих текстах з логіки, та інших, логічне виведення () 

використовується як металогічний символ для позначення теорем (припущень), по відношенню до 

деякого конкретного логічного числення. Числення або розуміється з контексту, або його ім’я дається 

явно. Для Z специфікацій, не існує числення яке б розумілось з контексту, далеко від розуміння і те, що Z 

теорема (або пропущення) (1) повинна означати. 

                                                             
3
 Анг. - embedding 
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При «͊͡Έ͔͙͍ͭͪͤ͊ͭͤͦͣͯ ͎ͨͦ͡Ύ͒͜» даному вище, числення за припущенням розуміється  як класичне для 

логіки першого порядку та теорії множин. Велика кількість доступних числень (і як результат, множини 

теорем), в особливості для подальшого викладу, здається робить формулювання теорем в такому руслі 

дуже близьким до позбавленого змісту.   

Чорновий варіант стандарту Z [20] давав значення формулюванню теорем у Z, яке повністю незалежне 

від будь-якого логічного числення. Це звичайно в деякій мірі подвиг. Доречи, визначення у стандарті 

взагалі не торкаються множини теорем4, і на противагу працюють з теоретико-модельною істиною. 

Тобто, стандарт говорить, що  

  

Виконується для специфікації Spec в точності тоді коли всі моделі цієї специфікації задовольняють 

предикат (pred). Тобто, в тонації Стандарту: 

 

Ця форма висловлення більш традиційно записується: 

.| predSpec  

Як вже було обговорено, можна очікувати що логіка для Z буде коректною, тобто, кожна теорема 

специфікації буде виконуватись в кожній моделі цієї специфікації (або, '|' ' -|' ). В чистій логіці 

предикатів першого порядку, обернене твердження (повнота) також виконується, так що кожний логічно 

вірний5 предикат є теоремою. Ця властивість не поширюється на аксіоматичну теорію множин, тому це 

не той випадок коли поняття теореми та всюди істинності6  можуть використовуватись взаємно виключно 

в Z. 

Як результат, ми повинні заключити що необмежене використання виразів, такого вигляду, як той яким 

починається даний розділ (1) – є неприйнятним, якщо не взагалі помилковим. 

τ ˜̨̖̅̏̅̉ ̅̏ ˘̨̏̄̋̉ ̓́ ˞̆̍́̎̓̉̋̉ 
Введення логіки може надати смислу металогічному виразу |– pred. Денотаційна семантика (дає моделі 

для мов) може надати смислу виразам вигляду |= pred. Найбільш зрозумілий спосіб показати індуктивно, 

що логічне числення цілісне це надати йому семантичну структуру та показати, що логіка несуперечлива 

по відношенню до семантики. Це було метою діяльності по стандартизації Z[20], хоча в подальшому 

більшість зусиль було витрачено на побудову моделі. 

Багато текстів вводять елементи логічного числення для Z, [25] та [30] були одними з перших. Пізніше 

Spivey [26] зазначив, що його “Z Reference Manual” не включає повний набір правил виведення, не 

більше ніж тому, що не вистачає досвіду того як подавати такі правила, щоб вони привносили якусь 

користь. Поттер та інші [22] присвятили статтю формальному міркуванню в Z з педагогічних причин, а ні 

ж для того щоб представити послідовну систему міркування в Z. Можливо Вудкок та Девіс [29] дають цілу 

                                                             
4 Англ.- theoremhood 
5
 Англ.-logical validity 

6
 Англ.-logical validity 
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книгу присвячену трактуванню міркування в Z, але знову, це подається як хороший засіб зрозуміти 

проблеми та нюанси нотації. 

Спеціальні звіти описували логіки для Z в більш послідовному характері. [28+ є мабуть найпершою; 

далі була [7], яка виправляла деякі недоліки у . Ці логіки були розроблені, як частина процесу 

стандартизації Z. Хенсон і Рівз [11] також створили логіку для Z, яку назвали Z .˿ Їх висновки та логіка 

повторювала логіки  в деякому сенсі, але досягла більш високого рівня точності та відокремлення 

понять. Їх посилкою було те що деякі інновації в , такі як нове трактування підстановок, не є 

необхідним (див. далі). 

 

Малюнок ілюструє деякі підходи надання смислу і/або міркування про Z специфікації. Логіки для Z 

трансформують одну гіпотезу в іншу (або послабляють обов’язковість доведення для того, щоб показати, 

що гіпотеза є теоремою) залишаючись у рамках нотації Z. В кожному випадку символ вивідності |– 

розуміється у відповідності до логіки яка використовується, будь то , , Z  ˿чи інша. 

Малюнок також показує можливість перетворення Z специфікації в модель в, скажімо, мові логіки 

предикатів першого порядку та теорії множин. Далі можливо перебудувати гіпотезу двома можливими 

шляхами: як можливу теорему формальної системи логіки предикатів першого порядку та теорії множин, 

або перетворити у властивість моделі. Виявляється, що процеси, які при цьому виникають дуже схожі, 

але вони є різними за метою. Робота з першою системою буде формальним логічним процесом: другий 

процес відбувається у руслі більш близькому до сучасної математики. Перший в області теорії 

доведення, другий – теорії моделей. 

Більшість систем автоматизації доведень використовують перший підхід. Z/EVES [23] робить саме це; 

ProofPower[13] та Z-in-Isabelle/HOL[14] використовують логіку предикатів другого порядку, ніж першого. 

Бовен та Горден [5] пояснюють, що ці вбудовування однієї логіки в іншу можуть мати місце на різних 

рівнях ͎͡ ͙͙͙͋ͤ, в залежності від рівня на якому артефакти мови високого рівня (Z) прямо моделюються в 
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логіці, що взята за основу. Для Z принциповим інтересом є моделювання схем (див. далі). Порівняння 

автоматизованих засобів на цьому підґрунті можна знайти у [18]. 

Необхідно підкреслити, що коректність цих логічних маніпуляцій само собою гарантується 

вбудовуванням у деяку модель.  Коректність (там де це доводиться) кожного підходу на основі логік 

означає що множини перетворень збільшуються при сходженні вниз – тобто, доступні логічні кроки в 

логіці Z є підмножиною тих, що є доступними для міркувань при представлені Z в FOL/ZF7, і так далі. Як 

вже було показано, властивість бути істиним в моделі, можуть не мати доведення в логіці, таки чином 

включення є, як правило, ͎ͫͭͪͦͦΌ підмножиною.  

Після виконання логічних міркувань у логіці першого або вищого порядків обернене перетворення в Z не 

завжди є простою задачею. Глибокі вбудовування справляються з цим більш-менш вдало. Z/EVES, на 

зразок, може перетворити принципово кожен предикат назад у Z нотацію. Z/EVES одна з тих систем, про 

яку можна говорити, що вона індукує логіку для Z, хоча складність перетворень означає, що деталі цієї 

логіки не роз’яснюються. 

Альтернативою вбудовуваню Z нотації в іншу логіку є кодування логічного числення для Z в логічний 

фреймворк [17,15] або в індивідуальну реалізацію як наприклад [27]. Коректність цих кодувань 

часто називають вірністю8. Кодування називають адекватним9 якщо воно дозволяє виконувати в точності 

ту множину маніпуляцій, що і логіка, яку воно кодує. На практиці це рідкий випадок, тому кодування 

показані на діаграмі найвищими на малюнку із стрілкою переходу; це можна уявляти, як  таке що 

допускає найменшу множину перетворень. 

Діаграма, звичайно, тільки ілюстративна. Конкретні логіки, кодування, вбудовування та моделі не 

обов’язково формують чітку ієрархію, тому що не існує єдиної домовленості про клас Z теорем та похідні 

поняття. 

υ ˞̖̆̍̉ 
Схеми без сумніву є найбільш важливою та вирізняючою властивістю Z-Notation. На семантичному рівні 

вони являють собою непросту проблему. Відокремлення підходящих правил виводу для роботи з ними 

викликало значний потік досліджень, які описані наприклад в [9, 6]. Складність із схемами полягає у 

відшуканні уніфікованого представлення, яке буде представляти схему абстрактно та буде 

використовуватись в кожній ситуації в якій може з’являтись схема, повторюючи її властивості. 

Розглянемо наступну схему, яка описує телефонний довідник обмежений по довжині, приймаючи, що 

MAX являє собою конкретне натуральне число. 

10 

S може використовуватись в якості декларації, як наприклад в наступному предикаті, який говорить що 

тільки міжнародні номери зберігаються: 

                                                             
7 FOL – first-order logic, англ. Логіка предикатів першого порядку, ZF – Zermelo-Franckel set theory. Англ. Теорія 
множин Цермело-Френкеля. 
8  Англ. faithfulness 
9
 Англ. adequate 

10
 Тут символом позначається часткова функція 



8 
 

 

S може використовуватись як вираз, як у наступному предикаті, який виражає теж саме: 

 

Нарешті S може використовуватись в якості предикату: 

 

Який можна розуміти так «усі телефонні довідники обмежені у розмірі». 

Складність виникає тому, що коли S використовується в якості предикату, компонента n веде себе як 

вільна змінна – вона може бути квантифікованою. У даному випадку MAX не може бути 

квантифікованою; для кожного S воно приймає значення при декларації. Коли  S використовується, як 

вираз, n веде себе більше як зв’язана змінна (хоча і не завжди) тому, що альфа-конверсія може вплинути 

на тип виразу. Більш того, в Чорновому стандарті Z, об’єкт типу схеми може створюватись на будь-якому 

рівні вкладеності, а не тільки на верхньому, таким чином вільність/зв’язаність змінної суттєво залежить 

від ͔ͦͤͭͫͭͯ͟͟ терму. 

Приймаючи до уваги ці труднощі розробникам /  та інш. необхідно було створити ретельно 

продумане числення вільних та зв’язаних змінних та і ще і поняття підстановки на рівні об’єкту. Коли вона 

використовується в якості виразу, вона позначає множину ͍͘ΩΎ͍ͯ͊ͤ͘Έ11, що асоціюють імена із 

значеннями. Так, схема: 

 

Визначає наприклад такі зв’язування: 

, і т.д. 

Зв’язування носить такий саме семантичний зміст як і традиційна підстановка [x/e]. Замість 

запису P[x/e], ми можемо написати:  , що повністю відповідає том ж Z предикату. 

Хенсон та Рівз [11] запропонували позбавитись цієї інновації, оскільки вона не є необхідною та 

ускладнює логіку. Їх логіка позбавляє необхідності для компонент схеми бути в деяких випадках 

вільними, а в деяких зв’язаними, і як  наслідок може використовувати більш звичне поняття підстановки. 

Логіка   вводить повне числення для схем базуючись на підході зв’язувань та підстановок. Хенсон та 

Рівз [9] представили схоже числення, яке базується на їхній логіці Z  ˿ , зберігаючи більш традиційне 

поняття підстановки, та основуючи свої правила на понятті «бути членом схеми» яке є більш 

ліберальним. Обидві роботи демонструють достатні правила виводу для того щоб елімінувати схеми 

взагалі. Показавши тим самим, що весь Z може бути побудованим використовуючи тільки звичайну 

теорію множин Цермело-Френкеля з однією доданою конструкцією (розмічений добуток/тип 

схеми/зв’язування). 

                                                             
11

 Англ. binding 
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Ці числення підтверджують формально багато результатів які використовувались практиками Z багато 

років для аналізу операторів в численні схем. Наприклад, якщо D1 та D2 являють собою декларативні 

частини схем у нормалізованій формі тоді: 

 

Де  деяке узгоджене з сигнатурою об’єднання. Доведення цієї властивості можна знайти у Хенсона та 

Рівза [9], хоча воно також можливе і в  [28]. 

6 ˚̨̘̝̆̃̉̈̎́̆̎̒̓ 
Хоча значення більшості правильних Z виразів можна задати досить просто, є два місця в яких виникають 

проблеми з потенційно невизначеними термами. Одне знаходиться в області застосування функцій; інше 

з не коректним μ-термами (означення див. далі). Друге до речі можна розуміти, як спеціальний вигляд 

застосування функцій (та навпаки), таким чином увага буде зосереджена тільки на застосуванні функції. 

(Оператор μ застосовується для вибору унікального числа з заданою властивістю з даної множини. Якщо 

не існує такого унікально числа, або тому що його не існує, або тому, що їх існує декілька, μ-терм 

називають не коректним. Не важко перебудувати μ терм використовуючи функції та відношення.) 

У Z функції можуть бути тотальними або частковими. В Z і функції і відношення розглядаються як 

множини пар. І не існує єдиної процедури перевірки того, що дане відношення насправді являє собою 

функцію, отож мова дозволяє застосовувати відношення до аргументів, так ніби вони є функціями. 

Проблеми можуть виникати при застосуванні функції до аргументу, що не належить області визначення, 

або з відношенням, коли воно застосовується в точці в якій не є функціональним (тобто відображає 

аргумент більш ніж в одне значення): що в такому випадку застосування функції позначає, та як це 

впливає на терми та предикати в яких виникає така ситуація? 

Це не просто академічне питання, оскільки воно може реально змінити значення специфікації. Більш 

того застосування часткових функцій у Z дуже поширене, тому це питання потенційно стосується великої 

кількості Z специфікацій. Z критикувався на цій основі дуже ґрунтовно, наприклад творцями системи 

PVS[21]. У PVS усі функції тотальні. Ноша в цьому випадку падає на систему типів, яка на відміну від Z там 

нерозв’язна. 

У системі Z/EVES [23] є процедура перевірки коректності застосування функції. Автори цієї системи 

доповіли, що більшість перевірених ними реальних Z специфікацій не проходять цю перевірку. Багато 

авторів (тут зазначимо Петера Луптона [16]) говорять про те, що специфікації, які експлуатують будь яку 

інтерпретацію невизначеності є поганими специфікаціями. 

φȢρ ˜̨̖̅̏̅̉ ̅̏ ̨̘̎̆̃̉̈̎́̆̎̏̒̓ 
Вичерпний огляд підходів до трактування невизначених термів було дане Артаном у [1]. Там також 

розглядаються можливості перетворення на невизначені, предикатів у яких є невизначені терми. Цій 

підхід дав поштовх тризначній логіці, яка використовується у VDM [12], та це зазвичай не стосується 

користувачів Z (Проект Cogito [3] в цьому плані є виключенням). 
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Два найбільш популярні підходи названі Артаном “UPF12”-͔͍͙ͤͤ͊͘;͔ͤ͜ ͙ͨͪͦͨͦ͘ͼ͜͝ ͫͯͭΈ ͺ͊͡Έ΄ та “UED13”-

ͨͦͤ͊͘;͊ΌͭΈ ͔͍͙ͤͤ͊͘;͔ͤͫͭ͜Έ. У другому випадку, приймається, що усі вирази позначають якесь 

значення, але визначити яке саме не можливо. 

Чорновий Стандарт Z адаптовано до різних підходів шляхом слабкого визначення семантики 

застосування функції. Тоді як більшість виразів визначаються певним ͍ͪͤ͜ΎͤͤΎͣ, так що  значення 

конкретного виразу є певна множина або відношення в теорії множин взятій за основу, застосування 

функції визначається приєднанням множини14. Таким чином, значення виразу, що містить відношення 

засноване до аргументів поза областю визначення, або яке не є функціональним не надається. 

Різні логічні системи розв’язують цю ситуацію різними способами, і не дивлячись на це можуть 

вважатись сумісними (і що більш спірно коректними). Наприклад до кожного типу можна долучити не-Z 

значення (код помилки), та воно також може виступати в якості значення невизначеного терму. Або, 

можливо, взяти різні значення коду помилки для кожного терму, для того щоб впевнитись в тому що два 

невизначених значення випадково стануть рівними. Рішення яке прийняте в сім’ї логік /  полягає в 

тому, що визначається до якого типу належить значення невизначеного терму,  а саме значення 

визначити не можливо. 

φȢς ˜̠̉̓́̎̎ ˎ́̔̍́̎̎́ 
Рішення у /  описане вище дало підґрунтя для питання поставленого Бауманном [2]. 

Якщо кожен вираз в Z визначає значення сумісного з виразом типу, тоді звичайно: 

 

А отже, 

 

далі 

 

І нарешті 

 

Що означає, усі часткові функції у Z є також тотальними. Очевидно – це повністю не те чого хотілось 

досягнути; і звичайно, це зовсім не те, що розуміється більшістю користувачів Z під частковою функцією. 

Розв’язок цього явного парадоксу полягає в різниці між ͙ͫͭͤͤͫͭ͜͜Ό(в моделі) та ͍͙͍͙ͦ͒ͣͫͭ͜Ό (в логіці). 

Записуючи , означає що   виконується в розширеній моделі, яка містить властивість «кожен 

терм позначає», наступне може бути істинним: 

 

                                                             
12 UPF – undefined propositions are false 
13

 UED – undefined expressions denote 
14

 Англ. – set inclusion 
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Та це зовсім не означає (і не є таким), що цей предикат є теоремою у  (Його істинність не абсолютна, 

тому що розширення моделі можна зробити різними способами: модель може позначати кожне 

застосування функції до значення поза областю визначення значенням «дно» яке є поза системою типів, 

або значенням з спеціального типу, або деякого не заданого значення типу. Предикат буде істинним у 

двох останніх випадках, але не в першому). 

φȢσ ˙̨̨̘̆̓̏̅̏̌̏̄̎ ̨̎̆̅̏̌̋̉ 
Ми вже дискутували з приводу того, що питання логіки важливі не тільки для тих хто хоче доводити 

властивості специфікацій, а для всіх хто намагається зрозуміти Z специфікації. Так, живе знання логіки 

дасть змогу читачеві задавати питання про те, що відбудеться, якщо щось написати по-іншому. 

Трактування невизначеності має вплив на те як писати специфікації, і на те як розмірковувати про них. 

Цитованим прикладом є специфікація яка визначає множину (можливо нескінчену) а потім робиться 

припущення про те що її потужність фіксована: 

 

Функція взяття потужності # - часткова; її значення визначене тільки для скінчених множин. Питання 

наскільки таке визначення буде корисним залежить від обраного трактування невизначеності. Якщо 

«кожний вираз позначає - UED», тоді  та 4 можна використовувати взаємозаміно у подальших 

визначеннях, що майже відповідає тому, чого хотів досягти користувач, але не зовсім. З іншого боку, в 

одній з інтерпретацій UPF, буде  те що, можливості  бути невизначеним достатньо для того, щоб 

значення предикату перетворювалось на фальш, і звідси вся специфікація буде суперечливою (а отже не 

нести користі). Інша інтерпретація «UPF» буде такою, щоб виключити з розгляду ті моделі в яких 

предикат  приймає значення фальш (не важливо з якої причини, включаючи невизначеність), що 

робить поведінку специфікації коректною. Зауважимо, що апарат для досягнення другого не є 

тривіальним. 

Навпаки, ми легко можемо показати специфікації (такі я завдання множини, або схеми) в яких ми хочемо 

щоб предикати, що містять невизначеність давали значення фальш, так що такі значення будуть 

виключені із множини/схеми. Наприклад, записуючи: 

 

Ми можемо сподіватись, що S4 буде множиною тих множин натуральних чисел, які мають потужність 4 і 

ніяких інших. В інтерпретації  UED ми можемо бути певними, що множини які містять чотири натуральних 

числа включені до S4, та ми не можемо довести, що наприклад   не належить S4. В UPF тим не менш, S4 

буде містити тільки ті множини натуральних чисел, що мають потужність 4 і ніяких інших. 

Вчення про невизначеність має довгу історію в класичній математиці, але єдиної відповіді не існує, і 

часто воно і не потребується тому що «інтуітивне» розуміння часто буває найбільш вірним (нормальна 

математична практика - не бути занадто формальним). Так що відсутність такої відповіді для Z не є 

сюрпризом. 
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7 ˙̠́̊̂̔̓̎ ̓́ ˜̏̃ǫ̠̃̄̈́̎ ̑̏̂̏̓̉ 

7.1 ˜̠̏̅̏̌́̎̎ ̒ ̋̌́̅̎̏̒ ̨̓ 
Так само, як невизначеність є широкою проблемою, такою є і проблема подолання складності. Нотація Z 

схем надає користувачу можливість записувати глибоко вкладені специфікації дуже компактним 

способом. Кожен хто використовував засоби розкриття схем вже знають, як невинна схема у п’ять 

строчок при повному розкритті займати декілька друкованих сторінок. 

Проблема побудови доведення це пошук шляхів подолання цієї складності. Цей недолік майже повністю 

ортогональний зауваженням з точки зору логіки, які вже підіймались, та має глибокий вплив на 

керованість формального доведення для чогось більшого ніж найменша специфікація. 

Більш того, мова є досить багатою, та використовує багато спеціалізованих символів. Знову, вони є 

засобами керування складністю, оскільки дозволяють виражати складні ідеї коротко. Та вони є поза 

звичайними можливостями більшості сучасних засобів автоматизації, не зважаючи на те що вони повинні 

там бути. 

Підтримка практичного міркування потребує розв’язання цих двох проблем в засобах автоматизації. 

Перше є без сумніву методологічною проблемою, так само як друге інтерфейсною. Крім пошуків логік 

для схем, жодного практичного методу для використання схем у структуруванні доведень, так як і 

специфікацій не було знайдено. 

χȢς ˴̨̙̎ ̨̌̏̄̋̉ 
Хоча в цій статті досліджувалось відношення між Z та логікою предикатів першого порядку, логіки вищих 

порядків є гарною основою для семантики Z. Зокрема, вони забезпечують доволі адекватну модель типів 

(введені схеми-типи/зв’язування включені). У [24] описується ізоморфізм між Z та HOL (опускаючи імена 

в схемах-типах). Це забезпечується теорією для Z в системі Isabelle/HOL описаній вище. 

Інші дослідники приймають до розгляду конструктивні логіки [10]. В цьому підході, доведення стає 

засобом розробки програм. В інших контекстах, логіка другого порядку знайшла своє використання в 

програмних засобах автоматизації; можливо це також додасть виразності для Z. 

ψ ˏ̉̒̎̏̃̋̉ 
Z має досить довгу історію, і іноді мотиви її створення та теорія, що малась на увазі стають замутненими. 

Мета цієї статті представити деякі спостереження про мету та роль доведення у Z та його відношення до 

теорії предикатів першого порядку. Загальне розуміння цих питань є розхожим, і є надія що даний 

виклад задасть трохи загального розуміння та визначень; в основному забезпечити основу для філософії 

доведення у Z. Більша частина статті була присвячена документуванню тих питань що є «частиною 

фольклору» доведення у Z, та здається ні де раніше не були висвітленими на досаду для початківців на 

цьому поприщі. 

Початковий зв’язок між Z та логікою предикатів першого порядку був дуже близьким. Різні дослідження 

сприяли затуманенню цього відношення. Дві з недавніх робіт [11,6] показують, що таке відношення 

збереглося, і  звичайно логіка предикатів першого порядку може бути описаною, яка з додаванням типів 

схем, може використовуватись для міркувань в рамках всієї мови. Та поки демонстрація цього зв’язку є 
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не тривіальною, також припускається що Z додає важливої структури до мови предикатів першого 

порядку та теорії множин. Виявляється, що це також може бути корисним і для доведень.  
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