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Вступ 

 

У зв’язку з бурхливим розвитком обчислювальної техніки та постійним 

розширенням сфери застосування ЕОМ в сучасній математиці виникають та інтенсивно 

розробляються нові теоретичні напрямки. Одним із найважливіших безумовно є теорія 

програмування. Вона базується на ідеях та методах дискретної математики та 

математичної логіки, у тому числі теорії автоматів, формальних мов і граматик. ЇЇ 

практичні застосування пов’язані з розробкою математичного забезпечення ЕОМ, 

проектуванням систем програмування, що грунтуються на мовах високого та надвисокого 

рівнів. 

Разом з тим фундаментальний внесок у розвиток проблематики програмування в наш 

час припадає на апарат загальної алгебри та інші дисципліни класичної математики. До 

нових напрямків у програмуванні належать алгебраїчне програмування, що виникло на 

стику алгебри, логіки та схематології програм і зорієнтоване на розв’язання ряду проблем 

формалізації семантики, верифікації і трансформації програм. 

Алгебраїчному програмуванню властиві універсалізм і спеціалізація, що 

визначається конкретним вибором інтерпретації відповідно до тієї чи іншої предметної 

області. Важливою віхою у розвитку алгебраїчного програмування стали роботи В.М. 

Глушкова, Г.О. Цейтліна та К.Л. Ющенко, які присвячені фундаментальним 

дослідженням, пов’язаним із застосуванням апарату загальної алгебри в програмуванні. 

Разом з тим, слід зауважити, що хоча класичні методи дозволяють розв’язувати 

широке коло проблем сучасного програмування, проте існує необхідність в розробці 

нових методів та формальних систем.  

В роботі розпочато дослідження універсальних алгебр з номінативними операціями, 

які дістали назву номінативних алгебр. Для алгебр такого типу приведені основні поняття, 

доведено ряд теорем та тверджень, зокрема три теореми про гомоморфізми. Дослідження 

проводилось з погляду композиційно-номінативного підходу. Цей підхід базується на 

трьох основних принципах: розвитку, композиційності і номінативності.  Принцип 

розвитку говорить про поступове уточнення поняття програми, починаючи з найбільш 

абстрактних  і продовжуючи більш конкретними і багатими уточненнями.  Принцип 

композиційності трактує програми як функції, що будуються з інших функцій за 

допомогою спеціальних операцій, які називаються композиціями.  Принцип номінатив-
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ності говорить про необхідність використовувати відношення іменування для роботи з 

програмами і даними.   

Особливістю такого підходу є трактування даних як номінативних даних. Це 

дозволяє моделювати різноманітні структури, які використовуються в програмуванні. 

Робота складається з 5 частин. В 1-4 викладені основні необхідні поняття та 

означення. В 5 розділі проведено дослідження номінативних алгебр. 



 4 

Композиційно - номінативний підхід 

Існують різні методи уточнення основних програмних понять і зокрема поняття 

програми. В цьому розділі ми зупинимось на уточнені цих понять з  погляду 

композиційно-номінативного підходу. 

  

Будемо уточнювати поняття програми, розглядаючи походження (генезис) тих 

понять, що виникають у процесі його розвитку. Звертаємо увагу на те, що термін 'поняття' 

буде вживатися в наступних смислах: 1) в інтуїтивному,  коли поняття розглядається у 

всьому багатстві його властивостей, 2) у частково експлікованому, коли з поняттям 

зв'язуються тільки ті властивості, що визначені на фіксованому рівні абстракції.  Будемо 

звертатися до інтуїтивного розуміння у тому випадку, коли необхідно ввести нову 

властивість, яка глибше розкриває зміст досліджуваного поняття.  Частково експліковане 

розуміння використовується для вивчення властивостей поняття на фіксованому рівні 

абстракції.  

         У процесі уточнення програмних понять будемо часто використовувати тріаду 

розвитку: теза – антитеза – синтез.  

Уточнення поняття програми почнемо із самого початку.  Це приводить до питання: 

що є причиною появи програм?  

Відповідь (на абстрактному рівні) досить проста.  Необхідність у програмах виникає 

тоді, коли потрібно вирішити деяку проблему (вирішити задачу, задовольнити деяку 

потребу).  Отже, вихідним моментом наших міркувань є поняття проблеми.  Це поняття 

відноситься до предметної області (світу користувача).  Діалектичним запереченням цього 

поняття є поняття програми (див. мал. 1), що не є проблема, але зберігає її в деякій іншій 

формі.   

Проблема   Програма

Предметна
область

Область
програм

Рис. 1. Зв’язок проблеми та програми  
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Що зв'язує поняття проблеми і програми (є їх синтезом)?  Їх синтезом є процес 

програмування, який повинен зв'язати разом вихідну проблему і відповідну їй програму.   

Це дозволяє дати наступне визначення: програмування є процес побудови програми, який 

виконується з метою розв’язання деякої проблеми.  Тим самих сформульована перша 

тріада розвитку:  

проблема – програма – програмування.  

У цій тріаді проблема є тезою, програма – її запереченням (антитезою), а 

програмування є синтезом двох перших понять.  Цю тріаду будемо називати основною 

тріадою програмування (мал. 2).  Термін "основна" тут використаний для того щоб 

підкреслити,  що суть програмування полягає саме в створенні необхідної єдності 

проблеми предметної області і програми, що використовується для розв’язання цієї 

проблеми.  Крім того, ця тріада пов'язує базові (первинні) поняття, які будуть 

розгортатися в подальших дослідженнях.   

Рис. 2. Основна тріада програмування

Проблема Програма

Програмування

 

Сформулюємо ту властивість проблем, яка робить можливим використання програм 

для їх розв’язання.  Як представляється, найважливішою такою властивістю є властивість 

інформаційності, тобто та обставина, що для розв'язання проблеми необхідно визначити 

(обчислити) деяку нову інформацію (на підставі наявної інформації).   

Поняттю інформації відповідає в області програм поняття даних.  Сучасні 

комп'ютерні словники
1
 визначають інформацію як дані, інтерпретовані в предметній 

області.  Таким чином, програми застосовуються для одержання деяких нових даних (на 

підставі наявних даних), які в предметній області інтепретуються як деяка нова 

інформація, що використовується для розв'язання проблеми.  Отже, основною (істотною) 

властивістю програм є властивість аплікативності: програми застосовують до вихідних 

даних для одержання результатів.  Властивість аплікативності можна розглядати як один 

із моментів прагматики програм, оскільки вона задає відношення користувача до 

програми.  Ця властивість дозволяє на гранично високому рівні абстракції трактувати 

                                                 
1
 The Free On-line Dictionary of Computing –  http://work.ucsd.edu:5141/cgi-bin/http_webster 
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програми як функції, які переводять вхідні дані у вихідні.  Сформулюємо таке розуміння 

програм у вигляді наступного принципу.  

Принцип аплікативності (функціональності).  На гранично високому рівні 

абстракції програми можуть розглядатися як функції, які при застосуванні до вхідних 

даних можуть виробляти вихідні дані.   

Отже, уточнення поняття програми починається з поняття даного і продовжується 

його запереченням – поняттям функції.  Зв'язуються ці поняття аплікацією (застосуванням 

функції до даного, у результаті якого утворюється вихідне дане).  Виникає тріада:  

дане – функція – аплікація,   

яку будемо називати аплікативною тріадою.   

Тут не потрібно, щоб результат застосування функції до даного був завжди 

визначений або щоб результат такого застосування був однозначний.  Іншими словами, 

будемо розглядати клас часткових багатозначних (недетермінованих) функцій.  Такі 

функції задають зміст програм, який називається їх семантикою.   

Наступний крок розвитку полягає у тому, щоб побудувати заперечення останнього 

введеного поняття – функції –  і тим самим перейти до деякого нового поняття, яке, з 

одного боку, зберігає функцію, а з іншого боку, за законом заперечення заперечення 

підпадає під поняття даного, тим самим розвиваючи і це поняття.  Таким новим поняттям 

є поняття імені функції.  Тут під ім'ям розуміється такий об'єкт, якому зіставляється 

деякий інший об'єкт, який називається денотатом імені.  Це співставлення здійснюється 

за допомогою відношення (відображення) денотації (іменування, номінації).  Отже, 

одержуємо нову тріаду 

функція – ім'я  функції – денотация, 

яку називатимемо денотаційною тріадою.  На отриманому рівні абстракції можна 

сформулювати новий принцип.  

Принцип номінативності програм.  Програми можна представляти як імена, що 

позначають функції, які відображають вхідні дані в результати.  

Поняття функції, імені і денотації, які є дуже абстрактними, мають широке коло 

застосувань.  Так наприклад, у книгах з мов і систем програмування основна частина 

тексту присвячена функціям, їх діям і іменам, які дозволяють через відношення денотації  

працювати з функціями і розрізняти їх.   
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До цього моменту розвитку був встановлений зв'язок між даними і функціями за 

допомогою аплікації і між функціями та іменами функцій за допомогою відношення 

денотації.  А як же пов'язані дані та імена функцій?  Їх зв'язок задається похідним 

відношенням інтепретації, що по імені функції та даному визначають результат 

застосування функції, що позначається цим іменем, до обраного даного.  Відзначимо, що 

якщо зазначену впорядковану пару (ім'я, дане) розглядати як структуроване дане, то 

операція (відношення) інтепретації підпадає під поняття функції, що дозволяє будувати 

"універсальні" операції інтепретації як "звичайні" функції.   Додатковий аспект операції 

інтепретації стосується її обчислюваності.  Подальший розвиток цих аспектів приводить 

до побудови інтерпретаторів мов програмування, і зокрема, комп'ютерів.  Отже, 

побудовано похідну – інтерпретаційну – тріаду:  

дане – ім'я функції – інтепретація.  

Розглянуті вище "маленькі" тріади дають можливість визначити тріаду понять, у якій 

в абстрактній формі виражені істотні аспекти програм.  Це тріада, яка складається з 

понять даного, функції й імені функції, зв'язаних операціями аплікації, денотації й 

інтепретації.   Будемо називати її тріадою основних програмних понять, або просто 

програмною тріадою (мал. 3).   

Рис. 3. Програмна тріада

   Дане

 Функція

Им’я
функції

   денотація

 апплікація
інтерпретація

 

У цій тріаді всі поняття пов'язані одне з одним, зокрема, будь-які дві її сторони 

визначають третю сторону в тому розумінні, що якщо нам задані, скажемо, відношення 

інтепретації та аплікації, то можна визначити відношення денотації.  (Власне кажучи, 

такий спосіб визначення денотації і використовується при операціональному визначенні 

семантики програм.)   

Надалі при розвитку програмних понять будемо "повторювати" програмну тріаду, 

але на більш багатих рівнях.   
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Для подальшого просування необхідно зробити наступне заперечення, що повертає 

нас до поняття функції, але вже на новому рівні.   

Останнім моментом розвитку було заперечення функції та перехід до імені функції, 

що зберігає функції за допомогою операції денотації.  Відповідно до законів розвитку, 

необхідно зробити нове (діалектичне) заперечення, переходячи до об'єкта, що не є іменем 

(але зберігає його) і який підпадає під поняття функції, розвиваючи його.  Аналогічно 

тому, як функції в програмній тріаді є функції над даними, цей новий об'єкт буде 

функцією над функціями, що мають імена (іменованими функціями).  Такі об'єкти 

називаються композиціями.  Отже, з математичної точки зору композиції – це оператори 

(операції над функціями).  У композиціях операція іменування (денотації) повторює себе 

багато разів, тому що кожний новий аргумент композиції є новою множиною іменованих 

функцій.  Також і аплікація повторюється на новому рівні як застосування композицій до 

іменованих функцій.  Отже, композиції розкривають структури функцій та з змістовної 

точки зору є засобами побудови функцій (програм).  На новому рівні абстракції можна 

сформулювати наступний принцип  

Принцип композиційності.  Програми (функції) будуються з більш простих 

програм  за допомогою композицій.  

Таким чином, побудована нова – композиційна – тріада: 

функція – ім'я функції – композиція.   

У якості одного з наслідків цього принципу одержуємо, що повинні існувати деякі 

базові функції (програми), які використовуються для побудови більш складних функцій.   

Для того, щоб просуватися вперед необхідно зробити нове заперечення і відповідно 

до закону заперечення заперечення буде здійснене повернення до поняття імені функції, 

але вже на новому рівні, який враховує наявність композицій. Нові об'єкти, які виникають 

за своєю суттю є складними іменами, які описують функції.  Такі об'єкти назвемо 

дескрипціями.  Дескрипції фактично є текстами програм.  Це дозволяє сформулювати 

наступний принцип.  

Принцип дескриптивності.  Програми можна представляти у вигляді складних 

дескрипцій, побудованих з використанням дескрипцій більш простих програм і 

композицій, та які  описують функції, що відображають вхідні дані в результати.  

Отже, введено нове поняття та отримано нову – дескриптивну – тріаду: 

ім'я функції – композиція – дескрипція.  
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У цій тріаді дескрипції можуть розглядатися як імена над іменами.   Правила 

побудови таких імен (дескрипцій) звичайно називаються граматикою.  Граматика задає 

закони побудови правильних синтаксичних конструкцій.  Стосовно предмету нашого 

дослідження граматика індуктивно задає правильні дескрипції на основі попередньо 

заданих імен базових функцій і композицій.  Поняття дескрипції вже є досить багатим 

поняттям, оскільки допускається можливість виділення складових частин дескрипції та 

з'єднання таких частин у нову дескрипцію.  Це фактично означає, що на класі дескрипцій 

повинні бути задані спеціальні операції, які дозволяють здійснювати таку роботу з 

дескрипціями.  Відображення денотації для дескрипцій звичайно будуються індуктивно у 

відповідності зі структурою дескрипції.  Індуктивні визначення дескрипцій індукують 

індуктивні доведення різних властивостей програм.  

У процесі розвитку поняття програми були введені п'ять програмних понять: дане – 

функція – ім'я функції – композиція – дескрипція.  Ці п'ять програмних понять описують 

на абстрактному рівні основні властивості програм.  Будемо називати ці поняття 

пентадою програмних понять, або просто, програмною пентадою (мал. 4).   

Рис. 4. Програмна пентада

         Дане

   Функція

Им’я
функції

Дескрипція

Синтаксичний

напрямок Семантичний

напрямок

Композиція

 

Введених понять достатньо для побудови багатьох моделей програм.  Однак 

попередньо обговоримо питання про зв'язок цих понять з поняттям мови.  

Поняття програми тісно пов'язане з поняттям мови.  Дескрипції можуть трактуватися 

як пропозиції (речення) мови, функції – як значення пропозицій.  Цей зв'язок дозволяє 

використовувати лінгвістику та семіотику для специфікації тих аспектів програм, які 

подібні мовним аспектам.  Ці аспекти (прагматика, семантика і синтаксис) були описані 

Моррісом та Карнапом: 

 прагматика – це відношення між мовою і користувачем мови, 

 семантика – це відношення між виразами мови та їх значеннями (денотатами), 

абстраговане від користувача,  
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 синтаксис – це відношення між мовними виразами, абстраговане від їх денотатів.   

Ці три аспекти також можна застосувати до програм, визначаючи в таким чином 

прагматичний, семантичний і синтаксичний аспекти (властивості) програм.  

В процесі нашого розвитку поняття програми спочатку була визначена прагматика, 

потім семантика, і нарешті, синтаксис.  На найбільш високому рівні абстракції прагматика 

визначалася як властивість програм одержувати результати, необхідні користувачу для 

розв’язання деякої проблеми, семантика представлялася як функція над даними (денотат 

програми),  а синтаксис – як правила побудови дескрипцій (текстів програм).  Це дозволяє 

сформулювати наступний принцип.  

Принцип підпорядкованості.  Прагматика є найбільше важливим аспектом 

програм, семантика підпорядкована прагматиці, а синтаксис підпорядкований двом 

першим аспектам.  Ці аспекти варто спочатку вивчати незалежно один від одного, а 

потім – у їх єдності.  

У побудованій системі понять програмної пентади ряд "дані – функція – композиція" 

представляє семантичний аспект розвитку поняття програми, а ряд "дані – ім'я функції – 

дескрипція" – синтаксичний аспект.  У силу принципу підпорядкованості випливає, що 

семантичний аспект є більш важливим, за синтаксичний.  Ця точка зору прийнята і в 

композиційно-номінативному підході, що можна охарактеризувати як семантико-

синтаксичний підхід до уточнення поняття програми.  

Зупинимося тепер більш докладно на зв'язку понять "дані – ім'я – дескрипція".  Як 

уже зазначалося, поняття дескрипції підпадає під поняття імені, яке в свою чергу підпадає 

під поняття даного.  Це фактично означає, що в процесі розвитку поняття програми, було 

також розвинуто і поняття даного.  І аж ніяк не випадково цей розвиток пов'язаний з 

відношеннями номінації (іменування).  Ці відношення відіграють фундаментальну роль у 

маніпулюванні довільними об'єктами та їх компонентами.  Зазначена низка понять також 

відображає три рівні абстракції в розвитку даних:  перший, найбільш абстрактний рівень, 

коли дані розглядаються як неструктуровані об'єкти, другий, більш конкретний рівень, 

коли виділяються деякі специфічні дані (константи), що розрізняються між собою, і 

нарешті третій рівень, на якому дані розглядаються як структуровані об'єкти, що 

складаються з іменованих компонент.  У наступній частині ці три рівні будуть розглянуті 

більш детально та буде показано, що номінативні відношення індукують структури даних, 

яких цілком достатньо для представлення різноманітних структур даних, які 
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використовуються в програмуванні.  Наведені міркування дозволяють сформулювати 

наступний принцип.  

Принцип номінативності даних.  Структури даних програм можна розглядати як 

похідні від номінативних структур.   

Нарешті, сформулюємо ще один принцип, який відображає одну з складових 

прагматичного аспекту програм, зв'язаних із можливістю "конструктивно" обчислювати 

результати за вхідними даними.  Він полягає в тому, що існує абстрактний пристрій, за 

допомогою якого можна обчислити результати на вхідних даних.  Іншими словами, 

зробимо наступний крок розвитку, при якому збагачується прагматичний аспект програм 

у напрямку обчислюваності.  

Принцип обчислюваності.  Програми і композиції є обчислюваними 

відображеннями.  

Відзначимо, що тут обчислюваність розуміється в дуже загальному сенсі, не 

обмеженому лише обчислюваністю за допомогою машин Тьюрінга або частково-

рекурсивних функцій.   

Сформульовані принципи і введена пентада програмних понять утворює базис 

композиційно-номінативного підходу до уточнення поняття програми.  Використання 

терміна "композиційний" у назві запропонованого підходу можна пояснити кількома 

причинами.  Серед трьох термінів: "дані", "функція" і "композиція", користувачі 

зацікавлені насамперед у даних і функціях.  Однак, щоб зрозуміти властивості даних і 

функцій, необхідно вивчити властивості композицій, які визначають структури (а отже, 

властивості) функцій і даних.  Тому основна увага повинна бути приділена вивченню 

композицій та їх властивостей, в той час як властивості функцій і даних будуть похідними 

від властивостей композицій.  Що ж стосується терміна "номінативний", то його 

використання в назві підходу підкреслює фундаментальну роль відношень іменуванні 

(денотації) у побудові всіх програмних понять.  

Таким чином, серед різних парадигм програмування (процедурна, функціональна, 

алгебраїчні, логічна і т.п.), які відображають різні аспекти програм, будемо вивчати 

парадигми композиційності і номінативності в рамках композиційно-номінативного 

підходу.  Цей підхід може бути охарактеризований як семантико-синтаксичний підхід, 

орієнтований на систематичне вивчення номінативних відношень у побудові даних, 

функцій, композицій і дескрипцій.   
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Універсальні алгебри 

 

У цьому розділі розглядаються основні алгебраїчні поняття, які будуть необхідні в 

подальших розділах. До таких понять належать насамперед поняття універсальної 

алгебри, гомоморфізму та ізоморфізму універсальних алгебр, відношення конгруентності, 

фактор-алгебри. Приводиться формулювання теореми про гомоморфізми. В кінці розділу 

вводиться поняття багатоосновних алгебр.  

Невизначені поняття розуміються в смислі роботи [1]. 

 

Загальні відомості 

 

Алгебраїчною системою називається впорядкована трійка  = <A, Ω, R >, яка 

містить непорожню множину A , сукупність Ω операцій на цій множині та сукупність R 

відношень на A. Множину A називають носієм або основною множиною алгебраїчної 

системи. Потужність носія називається потужністю (порядком), а елементи A – 

елементами даної алгебраїчної системи.  

Нехай елементи множини Ω перенумеровані індексами, що складають сім’ю I, 

елемнети з R – індексами J. Позначимо mi арність i-ї операції, nj – арність  j – го 

відношення.  Сигнатуру алгебри більш докладно будемо записувати Ω = {Fi | i I} 

Типом алгебраїчної системи називається впорядкована пара множин t=<{mi},i I; 

{nj}, j J>. 

Розглянемо алгебраїчну систему = <A, Ω, R >. Якщо множина відношень R 

порожня, то = <A, Ω> називається універсальною алгеброю (або коротше – алгеброю). 

Якщо множина операцій Ω порожня, то = <A, R > називають моделлю або реляційною 

системою. 

Універсальна алгебра 1 = <A1, Ω> називається підалгеброю алгебри = <A, Ω> 

якщо: 

- A1  A 

- Для довільної операції Fi з сигнатури Ω, її звуження на множину A1  (Fi | A1) замкнене 

на множині A1. Тобто Fi (A1
mi

)  A1 

Якщо сигнатура алгебри містить часткові операції, то така алгебра називається 

частковою алгеброю.  

Розглянемо часткову універсальну алгебру UA = <A , Ω>. З основних операцій 

сигнатури Ω = { Fs
ns

 | s = 1,2,…} можна отримати інші операції над основною множиною 
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A, використовуючи операцію суперпозиції S
~ n+1

(f1 , f2 , … , fn ; f 
n
)  функцій f1,f2, … , fn;f 

n
, 

суть якої як звичайно, полягає у підстановці функцій f1,f2, … , fn замість відповідних 

аргументів у функцію f 
n
 (x1,x2,…,xn). 

Функції відповідні суперпозиціям операцій алгебри UA = <A, Ω>, називаються 

похідними операціями даної алгебри. Сукупність найрізноманітніших операцій 

суперпозиції позначимо S
~

 = { S
~ n+1

(f1 , f2 , … , fn ; f 
n
)  | n = 1,2,3…}. 

Розглянемо універсальні алгебри UA = <A, Ω>  та U`A= <A, Ω`> з основною 

множиною A та сигнатурами операцій Ω і Ω`. Алгебра U`A називається похідною від 

алгебри UA , якщо кожна операції f 
n

 Ω` є похідною в алгебрі  UA = <A, Ω> . Іншими 

словами, алгебра U`A є похідною від алгебри  UA , якщо Ω` [ Ω ]S , де  [ R ]S  - множина 

всіх функцій, породжених функціями, які належать сукупності R, з допомогою операцій 

суперпозиції. (множина [ R ]S   називається замиканням множини R за операціями 

суперпозиції ). 

Нехай UA = <A, Ω> - універсальна алгебра (взагалі кажучи, часткова) і A1  A – 

деяка непорожня підмножина множини A. Множина [A1]F  A називається замиканням 

множини A1 в алгебрі UA за n–місною операцією F  Ω, якщо: 

- A1 [ A1 ]F 

- Для будь-яких елементів q1,…,qn [A1]F  таких, що значення F(q1,…,qn) визначене 

F(q1,…,qn) [A1]F; при цьому будь-який елемент з [A1]F  породжується в 

кінцевому підсумку з елементів A1 застосуванням операції F 

Множина A1 називається замкненою за n–місною операцією F  Ω в алгебрі UA , 

якщо A1= [A1]F .  

Множина [A1] A називається замиканням множини A1 в алгебрі UA, якщо  [A1] 

складається з усіх елементів, що породжуються з елементів, які належать A1 , з допомогою 

основних і похідних операцій алгебри UA. 

Нехай множина A1  A замкнена в алгебрі UA. Тоді систему UA1 = <A1, Ω> можна 

розглядати як універсальну алгебру. Алгебра UA1 = <A1, Ω> є підалгеброю універсальної 

алгебри UA = <A, Ω>. 

Нехай UA1 = <A1, Ω> - деяка підалгебра універсальної алгебри UA = <A, Ω>. 

Система елементів Σ  A1 називається системою твірних, або повною системою алгебри 

UA1 , якщо [Σ] = A1 . Якщо [Σ] = A ,  то в такому випадку Σ називають системою твірних 

алгебри UA.  
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Універсальна алгебра може мати скінчену систему твірних, тоді алгебра 

називається скінченнопородженою; якщо скінченої системи твірних не існує, то алгебра 

називається нескінченнопородженою. 

Визначимо ще одне важливе поняття. Нехай UA=<A, Ω> та UB=<B, Ω> дві 

універсальні алгебри з однаковою сигнатурою Ω. Гомоморфізмом UA у UB називається 

таке відображення f : A B, що для довільної операції W з сигнатури (W Ω) 

справджується: 

f (W(x1,x2,..,xn)) = W(f(x1),f(x2),..,f(xn)) 

Гомоморфізм f  буде ізоморфізмом якщо обернене йому відношення f 
-1 

також буде 

гомоморфізмом між алгебрами UA та UB . 

Взаємно однозначний гомоморфізм називається мономорфізмом. Гомоморфізм на 

називається епіморфізмом. Гомоморфізм алгебри в себе  називається ендоморфізмом. 

Ендоморфізм, який являється ізоморфізмом називається автоморфізмом. 

Те що алгебри UA та UB ізоморфні позначають UA  UB. 

 Нехай UA=<A, Ω> - універсальна алгебра і нехай на основній множині A задано 

відношення еквівалентності ~. Для кожного елемента x A можна визначити клас 

еквівалентності: 

[x] ={ y A | x~y} 

Відомо, що класи еквівалентності утворюють розбиття множини A. Будемо 

позначати A / ~ множину всіх класів еквівалентності. Ця множина називається фактор 

множиною множини A під дією еквівалентності ~. 

Підмножина T множини A ( T  A) називається трансверсалом, якщо  

(i) T / ~  = A /  ~ 

(ii) t  T :  [t] T =  { t } 

Трансверсал можна розглядати як перетин всіх підмножин множини A таких, що 

фактор множина підмножини співпадає з фактор множиною A. 

Відношення еквівалентності ~ задане на алгебрі UA=<A, Ω> називають відношенням 

конгруєнтності, якщо для довільних елементів x1,x2,..,xn, y1,y2,..,yn A довільної n–арної 

операції W з сигнатури Ω, з того що x1~y1 , x2~y2 ,…, xn~yn  випливає W(x1,x2,..,xn) ~ 

W(y1,y2,..,yn). 

Множину всіх конгруєнцій заданих на алгебрі UA будемо позначати Con(UA) 

Нехай UA=<A, Ω> - деяка універсальна алгебра, R – конгруєнція на UA і A1, …, An – 

класи розбиття множини A за відношенням R. Оскільки R – конгруенція , клас B елемента 

W(x1,x2,..,xn) , де x1,x2,..,xn A , W Ω , визначається однозначно. Це дає можливість 

визначити операцію W на фактор множині A / R, якщо покласти W(A1, …, An) = B. 
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Оскільки сказане справедливе для будь-якої операції з сигнатури Ω, то UA / R =<A/R, Ω> 

стає універсальною алгеброю тієї ж сигнатури, що і алгебра UA. Ця алгебра називається 

фактор-алгеброю алгебри UA по конгруенції R. Оскільки алгебри UA та UA / R одного типу, 

то можна говорити про гомоморфізм h алгебри UA на UA / R, при якому кожному елементу 

a A ставиться у відповідність клас еквівалентності, який містить цей елемент. Такий 

гомоморфізм називається натуральним гомоморфізмом. 

Відома наступна теорема про гомоморфізми: 

Якщо f –гомоморфізм алгебри UA на алгебру UB , то на алгебрі UA , існує така 

конгруентність R, що алгебра UB ізоморфна фактор-алгебрі UA / R і коли g – цей 

ізоморфізм, то відображення f*g збігається з натуральним гомоморфізмом h алгебри UA 

на алгебру UA / R .  

 

Багатоосновні універсальні алгебри 

 

Крім алгебр з однією основною множиною, доводиться розглядати алгебри задані 

на сім’ї множин. Операції в таких алгебрах діють на декартових добутках, взагалі кажучи, 

різних множин.При цьому постає потреба в коригуванні понять „сигнатура” , „тип” тощо, 

оскільки області визначення відображень, відповідних різним операціям багатоосновної 

алгебри, у загальному випадку різні. Наведемо формальне означення багатоосновної 

універсальної алгебри. 

Розглянемо непорожню множину S, елементи якої назвемо сортами. Нехай Ω – 

непрожня множина функціональних символів, S∩Ω = Ø. Визначимо відображення 

Ψ:Ω S
* 

S. 

Сигнатурою над алфавітом S назвемо пару  (Ω, Ψ). Іноді сигнатурою будемо 

називати просто Ω. 

Змістовна інтепретація такого узагальнення поняття „сигнатура” очевидна: якщо 

символу γ Ω поставити у відповідність операцію, визначену на деяких множинах даної 

сім’ї, і Ψ(γ) = (u,s), де u S
* 

, s S, то слово u вказує не лише на арність операції γ , що 

визначається довжиною u, а й на відповідні множини сім’ї. Символ s однозначно визначає 

множину, до якої належать значення γ. Якщо множина S складається з єдиного елемента, 

то будь-яке слово u визначається своєю довжиною, що задає арність операції. У цьому 

разі доходимо звичайного означення сигнатури. 

Типом γ називають таку пару (u,s), що Ψ(γ) = (u,s). У цьому разі пишуть просто 

γ(u,s). 
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Зафіксуємо сигнатуру (Ω, Ψ) над алфавітом S. Розглянемо сім’ю множин A = {As, 

s S} , в якій елементи з S відіграють роль індексів. З кожним символом γ зв’яжемо таку 

операцію, позначену тим самим символом γ : As1 As2 … Asn As , що тип γ рівний (u,s), 

де u=s1s2…sn S
*
, s S. 

Впорядковану пару =<A, Ω> назвемо багатоосновною (багатосортною) 

універсальною алгеброю сигнатури Ω (або Ω – алгеброю). Множини As називаються 

носіями, або основами Ω – алгебри. 

На випадок багатоосновної алгебри можуть бути перенесені основні поняття та ряд 

результатів одноосновних універсальних алгебр. Більш широкий виклад теорії 

багатоосновних алгебр можна знайти в роботі [7]. Зупинимося на визначенні підалгебри 

та системи твірних. 

Нехай =<A, Ω> - визначена раніше багатоосновна Ω-алгебра, C 
Ss

sA . 

Позначимо [C]  - звмикання множини C, тобто результат застосування операцій з Ω до 

всіх можливих упорядкованих наборів елементів з C, на яких ці операції визначені. 

Вважаючи BS = AS∩[C], B = {Bs : s S}, доходимо очевидного висновку про те, що пара 

Λ=< B, Ω> є Ω-алгеброю. Ця Ω – алгебра називається підалгеброю алгебри , 

породженою множиною C, а C – множиною (системою) твірних даної підалгебри. 

Системою твірних підалгебри Λ назвемо також сім’ю множин {Cs : s S}, де CS = AS∩C. 

Якщо C – скінченна, алгебра Λ називається, як звичайно, скінченнопородженою. 

Дамо визначення терміну „багатосортна сигнатура Ω” . 

Нехай задано сім’ю {Xs : s S}, символів, що не містяться в Ω і називаються 

змінними. Термом сигнатури Ω назвемо: 

(i) змінну x Xs, s S , при цьому кажемо, що терм x має сорт s; 

(ii) якщо γ Ω , γ(s1,…,sn,s) і t1,…,tn – терми, причому ti має сорт si (i=1,2…,n-1,n) 

, то вираз γ(t1,…,tn) – терм, який має сорт s. 

Сукупність усіх термів,  визначених у такий спосіб, також можна наділити 

структурою Ω – алгебри. Для цього зафіксуємо систему твірних C алгебри  і 

ототожнимо елементи C зі змінними, співставляючи їх із такими самими сортами, що і 

елементи із C. Розглянемо сукупність різних термів над змінними з C і наділимо її 

структурою Ω – алгебри. Одержану алгебру позначимо R(Ω,C). 

Визначимо, ще одне важливе поняття. Нехай R1 = (A, Ω) , R2 = (B, Ω) – дві алгебри 

однакової сигнатури,  A={As : s S}, B={Bs : s S}. Гомоморфізмом R1 у R2 називається 

така сім’я відображень h ={hs : s S}, де hs : As →Bs , що для будь-якої операції γ типу 

(s1,…,sn,s) та будь-яких ai ASi , справджується рівність: hs(γ(a1,…, an)) = γ(hs(a1),…, hs(an)) 
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Системи алгоритмічних алгебр 

 

У цьому розділі розглядається апарат алгоритмічних алгебр, запропонований В.М. 

Глушковим для розв’язання задач прикладної теорії алгоритмів.  

Нехай M – непорожня множина, що називається  інформаційною (елементи 

множини називаються станами інформаційної множини); F(M) – сукупність різноманітних 

часткових відображень M→M; P(M) – множина всіх одноміснихх предикатів на M , що 

набувають значення тризначної логіки з E3={0,μ,1}. Через e позначимо тотожне на M 

відображення, через η-ніде не визначений на M оператор. 

Визначимо такі операції: 

 операцію диз’юнкції 

φ1: P(M) P(M) →P(M), що задана згідно правил тризначної логіки, як звичайно, φ1(α,β)  

позначимо α β α,β P(M); 

 операцію кон’юнкції 

φ2 : P(M) P(M) →P(M), кон’юнкція φ2(α,β) позначається через  α β або αβ; 

 унарну операцію заперечення 

φ3: P(M)→P(M) φ3(α)=  

 операцію 

φ4: F(M) P(M) →P(M) лівого множення умови на оператор, яка іноді називається 

операцією прогнозування і визначена так: φ4(f, α)(x) = α(f(x))  для будь-якого x M; 

замість φ4(f, α) пишемо fα ; 

 операцію 

ψ1 : F(M) F(M) →F(M) композиції відображень, що задається звичайно і позначається  

так: ψ1(f,g) = fg; 

 операцію α – диз’юнкції 

ψ2 : P(M) F(M) F(M) →F(M), що визначається так: 

ψ2(α,f,g)(x) = 

;)(),(

,0)(),(

,1)(),(

xякщоx

xякщоxg

xякщоxf

 

звичайно α – диз’юнкцію ψ2(α,f,g) операторів f,g позначають α(f g) або [α](f g); 



 18 

 операцію α –ітерації 

ψ3 : P(M) F(M)→F(M), яка задається так. Нехай α P(M), f F(M), x M, тоді  

k(α, f, x) = {n N: α(f
i
(x)) = 0, i=0,1,..,n},  

де f 
0
(x) = x. Через m позначимо max k(α, f, x), якщо цей максимум існує, і α(f

m+1
(x))=1. 

Тоді 

ψ3 (α, f)(x) = 

інакшеx

xfkmxякщоxf

xякщоxe

m

),(

),,,(max,0)(),(

,1)(),(

1  

Отже, виконання α – ітерації оператора f полягає у перевірці умови α і (якщо умова 

хибна) застосування до поточного стану інформаційної множини оператора f доти, поки 

ця умова не замінить нульового значення. Якщо умова α набуде значення невизначеності 

або процес обчислень „зациклюється”, значення оператора ψ3 (α, f) у вихідній точці не 

визначено, α–ітерацію оператора f позначають, як правило, α{f} або [α]{f}.  

На основі введених операцій визначимо двохосновну універсальну алгебру так. 

Нехай задана множина сортів S={1,2} 

A={A1,A2}, A1 = Φ F(M), A2 = Π  P(M), Ω = { φ1, φ2, φ3, φ4, ψ1, ψ2, ψ3 }. 

Системою алгоритмічних алгебр називається скінченнопороджена двохосновна 

алегбра =<A, Ω> з фіксованою скінченною системою твірних (Φ0, Π0), де Φ0 Φ, Π0 Π. 

Замість =<A, Ω> будемо також писати =< Φ, Π, Ω>. Операції сигнатури Ω мають такі 

типи: 

φ1(22,2), φ2 (22,2), φ3 (2,2), φ4 (12,2), 

 ψ1(11,1), ψ2 (211,1), ψ3 (21,1). 

Систему алгоритмічних алгебр іноді просто називають алгоритмічною алгеброю. 

При цьому Φ називають простором операторів, Π – простором умов алгебри . 

Оператори з Φ0 називаються елементарними операторами, а предикати з Π0 – 

елементарними умовами алгебри . 

Нехай X(Y) – скінченна множина змінних, кожній з яких у взаємооднозначну 

відповідність поставлений функціональний (предикатний) символ, що відповідає 

оператору з Φ0 (умови з П0). Розглянемо множину R( ) термів сигнатури Ω, ща 

складаються з цих змінних. Терми з R( ) називаються регулярними схемами 

(регулярними виразами, R – схемами). 

Задана відповідність, звичайно, являє собою інтерпретацію змінних, які входять до 

регулярних схем. Разом з тим визначені і значення кожного з термів R( ). При цьому 

терм набуває значення в Φ (в П) тоді і тільки тоді, коли він має сорт 1 (відповідно сорт 2). 
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Якщо t - терм  сорту 1 (сорту 2), що набуває значення f Φ (α П), то регулярну схему t 

називаємо регулярною схемою оператора f (відповідно умови α). При цьому кажемо 

також, що оператор f ( умова α) поданий регулярною схемою t. 

Як випливає з викладеного, множину регулярних схем R ( ) можна наділити 

стурктурою Ω – алгебри, розглядаючи її як двохосновну алгебру R (Ω, (Φ0, Π0)). 

Операції сигнатури Ω, що набувають значення в F(M), цілком визначеним чином 

співвідносяться з основними програмістськими конструкціями – послідовним виконанням 

операторів (композиція), переходом за умовою (α – диз’юнкція) і циклом (α-ітерація). 

Операція зі значеннями в P(M) дозволяють по-перше, конструювати різні функції 

тризначної логіки (булеві операції) і, по-друге, прогнозувати результат обчислення (ліве 

множення умови на оператор). Надалі сигнатура Ω змінюватиметься. Проте відповідну Ω-

алгебру іменуватимемо ССА, або алгоритмічною алгеброю. ССА, що визначена вище, є 

класичним варіантом алгоритмічної алгебри і називатиметься далі алгеброю Глушкова. 

Обмірковуючи дане визначення, зробимо два важливих зауваження. 

По-перше, особливістю алгоритмічної алгебри (якщо інтерпретувати її у 

програмістських термінах) є відсутність конструкції, аналогічної операції безумовного 

переходу goto. Більш того, на відміну від реальним програм „передача керування” в 

умовних переходах, що визначаються α – диз’юнкціями і α – ітераціями, здійснюються 

лише „вперед” у процесі реалізації заданої регулярної схеми. Виключення можливе лише 

у випадку α –ітерації, при переході від кінцевої дужки до початкової. Проте ця 

особливість САА не відбивається, як буде випливати із сказаного далі, на зображувальних 

можливостях регулярних схем. 

По-друге, специфіка апарату, що розглядається, полягає (порівняно зі звичайно 

використовуваними формалізмами) у тому, що умови простору умов набувають значення 

тризначної логіки. Це необхідно для замкненості множини П відносно операцій зі 

значеннями у просторі умов, оскільки за будь-яким оператором f Φ і будь-якою умовою 

α П можна сконструювати регулярну схему, яка представляє ніде не визначений 

оператор η і, звідси, регулярну схему умови, що тотожно дорівнює μ, тобто ηα. Дійсно, 

оператор η завжди може бути поданий схемою R=β{β{f}} , де  β = . Доведення цього 

факту можна знайти в роботі ([1], стор. 129). 

З наведеного прикладу випливає, що вимога часткової визначеності операторів на 

інформаційній множині також істотна. 

Апарат алгоритмічних алгебр було запропоновано В.М. Глушковим. Практичною 

перевагою цього апарату порівняно з такими формалізмами, як алгоритми Маркова, схеми 

Янова та інші, є близкість регулярних схем до програм, які написані алгоритмічними 
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мовами. У цьому зв’язку регулярна схема оператора розглядається як математична модель 

при проектуванні реальних алгоритмів і програм, а також при розробці відповідних 

інструментальних засобів. 

Перевагою алгоритмічних алгебр є також можливість проведення тотожних 

перетворень регулярних схем, що дозволяє проводити оптимізацію за заданим критерієм 

алгоритмів і програм на основі тотожностей даної САА (справедливих як для операторів і 

умов будь-якої САА, так і для конкретних операторів і умов конкретної алгебри). 

Як вже зазначалося, сигнатура операцій ССА призначена, звичайно, для 

моделювання програмістських конструкцій, необхідних при записі алгоритмів і програм. 

Гнучкість і зручність алгоритмічних засобів такого роду значною мірою визначається 

багатством і різноманяттям сигнатури операцій алгоритмічної алгебри. Виникає 

практична необхідність використання додаткових (у тому числі похідних) операцій над 

операторами та умовами. Визначене далі поняття модифікованої САА викликане саме 

такою потребою і орієнтоване на формалізацію програм паралельної обробки даних. 

Модифікованою системою алгоритмічних алгебр називаємо часткову алгоритмічну 

алгебру =<A, ΩM> з фіксованою системою твірних, сигнатура операцій якої крім 

введених раніше містить також такі операції. 

 Операція фільтрації ψ4 : P(M)→F(M) типу (2,1) (іноді кажуть про фільтрацію умов) 

Фільтрація умови α визначається як:  

ψ4(α)(x) = 
інакше

хякщоxe

,

,1)(),(
 

де символом λ позначено невизначене значення оператора. У тих випадках коли це не 

призводить до непорозумінь, вважатимемо,що λ M. При цьому η(x) = λ для всіх x M. 

Результатом фільтрації умови α є оператор, який називається фільтром і позначається . 

 Операція синхронної диз’юнкції ψ5: F(M) F(M)→ F(M) типу (11,1). 

Синхронна диз’юнкція операторі A,B – це операція, результатом якої є оператор A B, що 

моделює синхронне виконання операторів відповідно A і  

B з таким визначенням: 

(A B)(x) = 

випадків решті в,

λ;  B(x) і λA(x)  яякщB(x),

λ;  B(x) і λA(x) якщо),(

λ; xі B(x)A(x) xде, 000

xA

x

 

Іншими словами, в кожному стані x M оператори A і B повинні одночасно 

випрацьовувати одне і те саме перетворення, A(x) = B(x) ,або один з операторів стає 

невизначеним (припиняє свої обчислення), тоді як інший здійснює відповідне 
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перетворення. Отже, синхронна диз’юнкція реалізує погоджений обчислювальний процес 

у кожному стані x M. 

  Введемо три унарні операції φ5, φ6, φ7 : P(M)→P(M) типу (2,2). Визначення цих 

операцій подамо у вигляді таблиці: 

  

  

  

  

 

 Операції асинхронної диз’юнкції ψ6 : F(M) F(M)→ F(M) визначаються тоді, коли 

інформаційна множина структурована, тобто подана у вигляді декартового добутку 

множин, або описана як певне сімейство множин. При цьому стани інформаційної 

множини розглядаються у вигляді векторів або у вигляді ланцюгів символів певного 

алфавіту. При цьому інформаційна множина розглядається як операційна структура, яка 

розбита на попарно неперетинні підструктури. У словах, що описують стани стани 

інформаційної множини, операційним підструктурам відповідають цілком визначені 

підслова. Разом з тим у процесі обробки даних, які подані тим або іншим ланцюгом 

символів оператори можуть звертатися до різних підструктур даної операційної 

структури. При цьому виникає необхідність в явному виділенні тих підслів 

опрацьовуваного ланцюга символів, які співвідносяться з підструктурами, що 

розглядаються у поточнмй момент обчислень. З цією метою вводяться спеціальні 

символи, що іменуються вказівниками і маркерами. Положення маркерів у заданому 

ланцюгу, як правило фіксоване. Наприклад, маркер може відзначити кінець ланцюга. 

Вказівники можуть пересуватися уздовж опрацьовуваної послідовності символів. 

Зауважимо, що алгоритмічні алгебри можуть бути використані не лише для потреб 

теоретичного програмування, а й для опису таких дискретних процесів достатньо 

загальної природи, як наприклад, взаємодіючих послідовних процесів.  

Вивчення різних форм подання алгоритмів (розв’язання проблем їх віповідності 

один одному) має давню історію і становить не тільки теоретичний, а й глибокий 

практичний інтерес. Так, понятійний апарат алгоритмічних алгебр виник у зв’язку із 

задачами автоматизації проектування ЕОМ і програмування. При розв’язанні подібних 

задач з’являється проблема відповідності формальних засобів, які використовуються для 

моделювання роботи обчислювальної системи, і засобів, що описують „програми” 

обробки даних на ЕОМ. До перших належить, звичайно, формальне подання ЕОМ у 

вигляді пари вхаємодіючих автоматів – керуючого й операційного (дискретний 

α φ5 φ6 φ7 

0 1 0 0 

μ 0 1 0 

1 0 0 1 
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перетворювач Глушкова [1]), до других – регулярні схеми САА. У цьому зв’язку особливо 

важливий результат, одержаний В.М. Глушковим, який показує, що будь-який оператор, 

поданий у скінченному дискретному перетворювачі, може бути заданий і регулярною 

схемою САА, асоційваною з цим перетворювачем. Детальний опис цієї САА можна 

знайти в роботі [1]. 

Таким чином, в цьому розділі ми розглянули основні поняття апарату 

алгоритмічних алгебр у класичному розумінні. Алгоритмічні алгебри використовуються 

для розв’язання широкого кола проблем, які виникають в теорії програмування. Зокрема, 

алгоритмічні алгебри дозволяють представляти програми у вигляді виразів і проводити 

над програмами формальні перетворення. Ці перетворення грунтуються на тотожних  

співвідношеннях цих алгебр. 
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Програмні алгебри 

 

Для формалізації уточнення поняття програмування як процесу конструювання 

програм В.Н. Редьком було запропоновано розглядати алгебри спеціального типу – 

програмні алгебри.(роботи [8,9,10,11]) 

 

Загальні поняття 

 

Нехай  A  та  V – довільні множини.  V-іменною множиною (V-ІМ) над  A  

називатимемо  довільне функціональне бінарне відношення  V A.   

Множину всіх  V-іменних множин над  A  позначатимемо  
V
A.  Враховуючи, що 

множина всіх  V-іменних множин над  A  є  множиною всіх однозначних  функцій із  V  в  

A,  будемо її також позначати у вигляді  V A.   

Довільну функцію вигляду  f:
 V

A R  називають  V-квазиарною функцією на  A.  

Якщо множина імен  V  мається на увазі,  V-квазиарні функції будемо називати  просто  

квазиарними. 

Довільну функцію вигляду  f: A
X
 R  називають Х-арною функцією на  A.  

Традиційні  n-арні функції на  A,  тобто функції вигляду  f: A
ʧ

R,  можуть 

трактуватися як  {1,...,n}-арні функції на  A  (див. також [9]).  Тому  {1,...,n}-арні функції 

будемо називати  n-арними функціями. 

Для довiльної множини  п-арних функцiй  Fn  множину всiх функцiй iз  Fn  фіксованої 

арності  т  будемо позначати  Fnт
.  

V-квазиарну функцію  f  на  A  називають еквітонною,  якщо для довільних  d, d'
V
A  із 

умови  f(d)   та  d' d  випливає  f(d' ) =f(d). 

Нехай  D – довільна множина,  F  – множина функцій на  D.  Довільну функцію 

вигляду  Fn F   називають  n-арною композицією,  або  n-арною операцією. 

До найважливіших композицій для випадку V-квазиарних функцій відносяться 

композиції  реномінації  та  суперпозиції.  Для  V-квазиарних предикатів можна також 

ввести  логічні композиції  (логічні операції)    ,  &,  ,  x  тa. x .  
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1-арна композиція  реномінації  R n

n

vv

xx

,...,

,...,
1

1
  

 
з параметрами  v1,...,vn, x1,...,xn V   кожній V-

квазиарній функції  f  ставить у відповідність  V-квазиарну функцію, яку позначають   

R ),(
,...,

,...,
1

1
fn

n

vv

xx
   значення якої для кожного  d

V
А  обчислюється так: 

R ))((
,...,

,...,
1

1
dfn

n

vv

xx
 = f(r n

n

vv

xx

,...,

,...,
1

1
(d)) = f([v1d(x1),...,vnd(xn)] (d║(V\{v1,...,vn}))). 

(n+1)-арна композиція  суперпозиції  S nvv ,...1   
 
з параметрами  v1,..., vn V   [19]  кожним 

V-квазиарним функціям  f, g1, ..., gn   ставить у відповідність  V-квазиарну функцію, яку 

позначають   S nvv ,...1 (f, g1,..., gn),   значення якої для кожного  d
V
А  обчислюється так: 

S nvv ,...1 (f, g1,..., gn)(d) = f(d },...,{ 1 nvv [v1g1(d),...,vngn(d)]).  

Зрозуміло, що  S nvv ,...1 (f, g1,..., gn)(d) = f([v1g1(d),...,vngn(d)] (d║(V\{v1,...,vn}))). 

При конкретизації множини  V-квазиарних функцій на  А  як  множини  FnA PrA   

можна говорити про суперпозиції виду   (FnA
)
n+1 FnA

   та  виду   PrA
(FnA

)
n  PrA

.  

Всі невизначенні поняття розуміються в смислі роботи [12]. 

 

Поняття примітивної програмної алгебри (ППА) 

 

Програмна алгебра  (P, C)  задається парою  (B , C),  де  множина функцій  P  основа 

алгебри,  C  множина композицiй (операцiй) над функцiями із  P,  B  P  множина 

базових функцiй. 

Функцiї, отриманi iз базових функцiй програмної алгебри за допомогою її композицiй, 

називаються  програмно завданими,  або  програмованими.   

На нижньому рiвнi iєрархiї програмних алгебр знаходяться примiтивнi програмнi 

алгебри  (ППА), тобто програмнi алгебри функцiй з простими типами даних. До таких 

функцiй  належать, зокрема,  квазиарні,  Х-арні  та  п-арні функцiї, завданi на 

неструктурованих множинах  (наприклад на множині натуральних чисел  N,  на множинi 

дiйсних чисел  R ). 

Kомпозицiї (oперацiї) ППА адекватно уточнюють засоби конструювання програм як  

функцiй з простими типами даних. Kомпозицiями ППА  є  операцiї  суперпозицiї,  циклу  

та  розгалуження. 
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Примітивні програмні алгебри квазиарних функцій 

 

Для ППА еквітонних V-квазиарних функцій на  А операцiї  суперпозицiї,  циклу  та  

розгалуження уточнимо наступним чином.. 

Операцiї  суперпозицiї  це описані вище операцiї суперпозицiї  S nvv ,...1 . 

Операцiя розгалуження    функцiям  g, h  та предикату  ставить у вiдповiднiсть фун-

ккцiю  f,  яку позначають  ( , g, h).  Для кожного  d
V
A  значення  f(d)  визначається так: 

f(d) =

ʽʥʘʢʰʝ. ʝʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥ

  ,)(    ʷʢʱʦ),(

 ,)(    ʷʢʱʦ),(

Fddh

Tddg
 

Зауважимо, що операцiя розгалуження інваріантна відносно структури даних для 

функцій,  тобто вона однаково визначається для  квазиарних,  Х-арних, п-арних функцiй  і 

т.п. Операцiя розгалуження може бути визначена вже на пропозиційному рівні, коли 

розглядаються функції тільки двох типів  власне функції вигляду  А А  та  функції-

предикати  вигляду  А Bool,  де  А  абстрактна (неструктурована) множина. 

Із визначення операцiї розгалуження випливає 

Операцiя  циклу  ☼v  з параметром  v  функцiї  g  та  n-арному предикату    ставить у 

вiдповiднiсть  n-арну  функцiю  f,  яку позначають  ☼v ( , g).   

Для кожного  d
V
A  значення  f(d)  визначається як перший елемент  аm  послiдовностi   

a0= d(v),  a1=f(d va0),  a2=f(d va1), ..., ak=f(d vak-1), ...  такий,  що  (d vam)=F  та  

для всiх  k<m   (d vak)=T,  якщо такий елемент  am  iснує.  Якщо такий елемент  am  не 

iснує, значення  f(d)  невизначене. 

Враховуючи  програмiстський смисл  операцiй  розгалуження та циклу,  функцiї     

( , g, h)   та   ☼v( , g)   позначають також   if   then g else h   та   v↑while  do g. 

Базовими функцiями для випадку V-квазиарних функцiй, завданих на множинi R, 

будемо вважати такi функцiї: 

 

функцiї розіменування  óv,  де  v V; 

 натуральнозначнi константи  k,  де  k N; 

 функцiї додавання  +xy , віднімання  xy , множення  xy  та дiлення  /xy  на  R; 

 обмежені на множині N  функцiї  [x/y]  та  mod(x, y); 

 бiнарнi предикати порiвняння  <,  ,  >,  ,  =  та  . 
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Функцію називають  програмованою на R,  якщо її можна отримати iз вказаних вище 

базових функцiй за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй суперпозицiї  

S nvv ,...1 ,  розгалуження  ,  циклу  ☼v  та  логiчних операцiй  ,  &,  ,  . 

Алгебра  ( qR ; , &, , , , ☼v , S nvv ,...1 ),  носiєм  qR  якої є клас всiх 

програмованих на  R  еквітонних V-квазиарних функцiй, а  операцiями  операцiї  , ☼v , 

S nvv ,...1   та  логiчні операцiї  , &, , ,  називається примiтивною програмною алгеброю 

програмованих на  R  еквітонних V-квазиарних функцiй  (скорочено ППА-EQ-R). 

Для випадку V-квазиарних функцiй на N  можна не залучати до розгляду V-квазиарні 

предикати на N.  Справді, кожну V-квазиарну функцiю на N  можна розглядати як 

предикат, інтерпретуючи значення функції  0  як істиннісне значення  “F”,  а довільне 

значення функції  а 0  як істиннісне значення  “Т”. Тому для випадку V-квазиарних 

функцiй на  N  визначення операцій розгалуження та циклу можна дати таке. 

Операцiя  розгалуження  
N

  V-квазиарним функцiям  g,  h  та    ставить у 

вiдповiднiсть  V-квазиарну функцiю  f,  значення  f(d)  якої  для кожного  d
V
A  

визначається так: 

 

f(d) =

ʽʥʘʢʰʝ. ʝʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥ

  ,0)(    ʷʢʱʦ),(

 ,0   ʪʘʚʠʟʥʘʯʝʥʝ  )(    ʷʢʱʦ),(

ddh

ddg
 

 

Операцiя  циклу  
N
☼v  V-квазиарним функціям  g  та    ставить у вiдповiднiсть V-

квазиарну функцію  f,  значення  f(d)  якої для кожного  d
VN  визначається як перший 

елемент  аm  послiдовностi   a0= d(v),  a1=f(d va0),  a2=f(d va1), ..., ak=f(d vak-1), ...  

такий,  що  (d vam)=0  та  для всiх  k<m  значення  ( d vak)  визначене і  0,  якщо 

такий елемент  am  iснує.  Якщо такий елемент  am  не iснує, значення  f(d)  невизначене. 

Базовими функцiями  для випадку V-квазиарних функцiй, завданих на множинi N,  

будемо  вважати функцiї  ʦ,  sʭ ,  функцiї розіменування  óv,  +xy ,  xy  xyʪʘ  . 

V-квазиарну функцiю називають  програмованою на N,  якщо її можна отримати iз 

вказаних вище базових функцiй  за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй 

суперпозицiї  S nvv ,...1 ,  розгалуження  
N

  та циклу  
N
☼v . 
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Алгебра  ( qN ; 
N

, 
N
☼v , S nvv ,...1 ),  носiєм  qN  якої є клас всiх програмованих на  N  

V-квазиарних функцiй, а  операцiями  операцiї  
N

,  
N
☼v  та  S nvv ,...1 ,  називається  

примiтивною програмною алгеброю програмованих на N еквітонних V-квазиарних 

функцiй (скорочено ППА-EQ-N). 

Дамо iндуктивне визначення  операторного терма ППА-EQ-N  (ОТ ППА-EQ-N).  

Алфавiт складатиметься iз символiв базових функцiй ʦ,  sʭ ,  óv,  +xy ,  xy  xyʪʘ  ,  

символiв операцiй  
N

,  
N
☼v  та  S nvv ,...1 ,  а також допомiжних символiв  (, )  та  , . 

 

1) кожен символ базової функцiї  ОТ;  такі ОТ назвемо  атомарними; 

2) якщо  t0, t1, ..., tn ОТ,  то  S nvv ,...1 (t0, t1, ..., tn)  ОТ; 

3) якщо  t0,  t1  та  t2  ОТ,  то  
N

(t0, t1, t2)  ОТ; 

4) якщо  t0  та  t1 ОТ,  то  
N
☼v(t0, t1)  ОТ. 

 

Інтерпретуючи символи природним чином, маємо, що кожна програмована на N 

еквітонна V-квазиарна функція є значенням деякого ОТ ППА-EQ-N.  

Подання програмованих на N  еквітонних V-квазиарних функцій  операторними 

термами ППА-EQ-N  неоднозначне. 

 

 

 

Примітивні програмні алгебри n-арних функцій 

 

 

Для  ППА  п-арних функцій  операцiї  суперпозицiї,  циклу  та  розгалуження 

уточнимо наступним чином.. 

Операцiї  суперпозицiї  це описані вище операцiї суперпозицiї  n-арних функцiй  S
n+1

, 

де n 1.  Зроуміло, що операції  S
n+1

  однаково визначаються для довільних класів n-арних 

функцiй, заданих  на  неструктурованих множинах  (наприклад,  n-арних функцій на  N,  n-

арних функцій на  R ). 
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Операцiя  розгалуження    n-арним  функцiям  g,  h  та  n-арному предикату    

ставить у вiдповiднiсть  n-арну функцiю  f,  яку позначають  ( , g, h).  

Для кожного набору значень  x1, ..., xn  значення  f(x1, ..., xn)  визначається так: 

 

f(x1, ..., xn) =

ʽʥʘʢʰʝ. ʝʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥ

  ,),...,(    ʷʢʱʦ),,...,(

 ,),...,(    ʷʢʱʦ),,...,(

11

11

Fxxxxh

Txxxxg

nn

nn

 

 

Операцiя  циклу  ☼  n-арній  функцiї  g  та  n-арному предикату    ставить у 

вiдповiднiсть  n-арну  функцiю  f,  яку позначають  ☼( , g).   

Для кожного набору значень  x1, ..., xn  значення  f(x1, ..., xn)  визначається як перший 

елемент  аm  послiдовностi   a0=x1,  a1=f(a0, x2, ..., xn),  a2=f(a1, x2, ..., xn), ..., ak=f(ak-1, x2, ..., xn), 

...  такий,  що  (am, x2,..., xn)=F  та  для всiх  k<m  (ak, x2, ..., xn)=T,  якщо такий елемент  am  

iснує. Якщо такий елемент  am  не iснує, значення  f(x1, ..., xn)  невизначене. 

Функцiю  ☼( , g)  позначають також  while  do g. 

Базовими функцiями для випадку n-арних функцiй, завданих на множинi R, будемо 

вважати такi функцiї: 

 функцiї-селектори  I ʧʪ(x1,...,xn)=xm ,  де  n m 1; 

 натуральнозначнi константи  k
n
(x1,...,xn)=k,  де  k N; 

 стандартнi функцiї  додавання  +,  віднімання  - ,  множення    та  дiлення  /   на  R; 

 обмежені на множині N  функцiї  [x1/x2]  та  mod(x1, x2); 

 бiнарнi предикати порiвняння  <,  ,  >,  ,  =  та  . 

Функцiю називають  програмованою на R,  якщо  її можна отримати iз вказаних вище 

базових функцiй  за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй суперпозицiї 

S
n+1

,  розгалуження  ,  циклу  ☼  та  логiчних операцiй  ,  &,  ,  . 

Алгебра  ( R ; , &, , , , ☼, S
2
, S

3
, ... ), носiєм  R  якої є клас всiх 

програмованих на  R  n-арних функцiй, а  операцiями  операцiї  ,  ☼  та  S
n+1

,  де  n 1,  

та логiчні операцiї  , &, , ,  називається примiтивною програмною алгеброю 

програмованих на  R  n-арних функцiй  (скорочено ППА-Ar-R). 

Як і для випадку V-квазиарних функцiй на N,  для n-арних функцiй на N  можна не 

залучати до розгляду предикати.  Кожну n-арну функцiю на N  можна трактувати як 

предикат, інтерпретуючи значення функції  0  як істиннісне значення  “F”,  а довільне 
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значення функції  а 0  як істиннісне значення  “Т”.  Тому для випадку n-арних функцiй 

на  N  операції розгалуження  
N

  та  циклу  
N
☼  задаються наступним чином. 

Операцiя  
N

  n-арним функцiям  g,  h  та    ставить у вiдповiднiсть  n-арну функцiю  

f,  значення  f(x1, ..., xn)  якої для кожного набору значень  x1, ..., xn  визначається так: 

 

f(x1, ..., xn) =

ʽʥʘʢʰʝ. ʝʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥ

  ,0),...,(    ʷʢʱʦ),,...,(

 0,   ʪʘʚʠʟʥʘʯʝʥʝ  ),...,(    ʷʢʱʦ),,...,(

11

11

nn

nn

xxxxh

xxxxg

 

 

Операцiя  
N
☼  n-арним функціям  g  та    ставить у вiдповiднiсть  n-арну функцiю  f,  

значення  f(x1, ..., xn)  якої для кожного набору значень  x1, ..., xn  визначається як перший 

елемент  аm  послiдовностi   a0=x1,  a1=f(a0, x2, ..., xn),  a2=f(a1, x2, ..., xn), ..., ak=f(ak-1, x2, ..., xn), 

...  такий,  що  (am, x2,..., xn)=0  та  для всiх  k<m  значення  (ak, x2, ..., xn)  визначене і  0,  

якщо такий елемент  am  iснує.  Якщо такий елемент  am  не iснує, значення  f(x1, ..., xn)  

невизначене.  

Базовими функцiями для випадку n-арних функцiй, завданих на множинi N,  будемо  

вважати функцiї  ʦ,  s  та  I ʧʪ,  де  n m 1,  а також бінарні функції  +,    ʪʘ  . 

Функцiю називають  програмованою на N,  якщо її можна отримати iз вказаних вище 

базових функцiй  за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй суперпозицiї  

S
n+1

,  розгалуження  
N

  та циклу  
N
☼. 

Алгебра  ( N ; 
N

, 
N
☼, S

2
, S

3
, ... ),  носiєм  N  якої є  клас  всiх програмованих на  N  

n-арних функцiй, а  операцiями  операцiї  
N

, 
N
☼  та  S

n+1
, де n 1, називається 

примiтивною програмною алгеброю програмованих на N  n-арних функцiй  (ППА-Ar-N). 

Дамо iндуктивне визначення  операторного терма ППА-Ar-N  (ОТ ППА-Ar-N).  

Алфавiт складатиметься iз символiв базових функцiй  ʦ, s  +,    ,   та  I ʧʪ,  де  

n m 1,  символiв операцiй  
N

,  
N
☼  та  S

n+1
, де  n 1,   та допомiжних символiв  (, )  і  , . 

 

 кожен символ базової функцiї  ОТ;  такі ОТ назвемо  атомарними; 

якщо  t0, t1, ..., tn ОТ,  то  S
n+1

(t0, t1, ..., tn)  ОТ; 

якщо  t0,  t1  та  t2  ОТ,  то  
N

(t0, t1, t2)  ОТ; 

якщо  t0  та  t1 ОТ,  то  
N
☼(t0, t1)  ОТ. 
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Інтерпретуючи символи природним чином, маємо, що  кожна програмована на N  п-

арна функція є значенням деякого ОТ ППА-Ar-N.  Проте, з-за порушень умов арності не 

кожен ОТ ППА-Ar-N  має певне значення.  

Як i у випадку операторних термiв алгебри п-арних ЧРФ, подання програмованих на 

N  п-арних функцій операторними термами ППА-Ar-N неоднозначне. 

Введемо поняття коректного ОТ ППА-Ar-N.  Для цього на множині ОТ ППА-Ar-N  T  

введемо функцію арності   : T N. 

Для атомарних ОТ покладемо  (ʦ)=1,  (s)=1,  (+)= ( )= )(  =2,  (I ʧʪ)=п;  

(S
n+1

(t0, t1, ..., tn))  визначимо так, як і для випадку ОТ алгебри п-арних ЧРФ; 

 

(
N

(t0, t1, t2))=
ʽʥʘʢʰʝ;  ʝʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥ

),()()(    ʷʢʱʦ),( 2100 tttt
 

 

(
N
☼(t0, t1))=

ʽʥʘʢʰʝ.  ʝʥʝʚʠʟʥʘʯʝʥ

),()(    ʷʢʱʦ),( 100 ttt
 

 

ОТ    назвемо  коректним,  якщо значення  ( )  визначене. 

Значенням кожного коректного ОТ ППА-Ar-N    є певна програмована на N  п-арна 

функція арності ( ).  
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Номінативні алгебри 

 

В цьому розділі проведено дослідження алгебр з операціями спеціального вигляду 

– операціями над багатозначними номінативними даними. Введені основні поняття та 

означення. Доведені три теореми про гомоморфізми, побудована алгебра термів. 

 

Нехай маємо довільну множину Z = {zi | i I}. Елементи цієї множини будемо 

інтерпретувати як імена (змінні). Вони можуть приймати значення з деякої множини A. 

Той факт, що змінна zi приймає значення ai  A будемо позначати zi   ai.  

Часткове багатозначне відображення f множини Z в A будемо називати 

багатозначною номінативною множиною (або багатозначним номінативним даним). 

Частковість означає, що для деяких елементів множини Z значення може бути 

невизначеним. Для зручності невизначеність будем позначати спеціальним символом . 

 не належить Z та A.  

Множину всіх багатозначних Z - іменних множин над А будемо позначати -  Z
m

A
 

, або Z
mA

.  

Нехай f  Z
m

A , позначимо arg(f) множина імен на яких f може бути визначеною і 

und(f) – множина імен на яких  f може бути невизначеною. В цій роботі вивчається 

випадок коли und(f)  arg(f) = 0, такі номінативні дані будемо називати реляційними. 

Нехай d  Z
mA

,   Zz :  d|z = [z a d]. Операцію d|z будемо називати ʧʨʦʝʢʮʽʻʶ. 

  Im : Z
mA

  2
Z
  - імена:  Im(d)  = {z | Aa  : daz   } 

Тотальне відображення nop : (Z
m

A )  A  будемо називати номінативною операцією 

 

Алгебру вигляду Alg(Z) = <A , {nopi | i I}>, де  

1. Z – множина імен 

2. A – де яка множина 

3. nopi : (Z
m

A)  A, i I -  номінативні операції 

будемо називати алгеброю з номінативними операціями.   

Надалі, якщо множина операцій мається на увазі, то таку алгебру будемо коротко 

позначати A<Z> 

Під повним образом множини D  Z
mA

 під дією номінативної операції nop будемо 

розуміти  множину : 
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nop(D)= { b |  d  D : nop (d) = b} 

 

B<Z> будемо називати підалгеброю A<Z>, якщо виконується: 

4. B A 

5. Ii  :  nopi (Z
m

B) B 

 

Якщо B<Z> підалгебра алгебри A<Z>, то будемо писати B<Z>  A<Z> 

 

Твердження: Клас всіх підалгебр алгебри A<Z> замкнений відносно перетину 

Нехай маємо тотальне відображення f : A  B. Через f
~

 позначимо тотальне 

відображення f
~

 :  Z
mA

 Z
mB

 , що індукується функцією f і задається рівністю: 

f
~

(d) = [ )f(az   | Aa  : daz  ] 

 

Гомоморфізмом між алгебрами A<Z> та B<Z> з однаковою множиною операцій 

{nopi | i I} будемо називати тотальне відображення f : A  B, для якого виконується :  

d  Z
mA 

  f( nopi (d) ) = nopi( f
~

(d)) , i I 

Гомоморфізм f  буде ізоморфізмом якщо обернене йому відношення f 
-1 

також буде 

гомоморфізмом між алгебрами B<Z> та A<Z> 

Взаємно однозначний гомоморфізм називається мономорфізмом. Гомоморфізм на 

називається епіморфізмом. Гомоморфізм алгебри в себе  називається ендоморфізмом. 

Ендоморфізм, який являється ізоморфізмом називається автоморфізмом. 

Те що алгебри A<Z> та B<Z> ізоморфні будемо позначати A<Z>  B<Z> 

Кожному сімейству алгебр (Ai<Z>)i I  можна співставити прямий добуток, який 

визначається наступним чином. Нехай  A = 
Ii

iA  , з проекціями  pri : A Ai . Тоді 

довільний елемент a A повністю визначається своїми компонентами pri (a) , і довільний 

набір елементів a(i) Ai визначає єдиний елемент з A . Тому якщо d  Z
mA

 , та nop – 

операція, то можна визначити  nop(d) рівністю pri (nop(d)) = nop ( pri (d) ) , де pri (d) = [ 

z pri (a) | Aa  : daz  ] . Таким чином, ми можемо розглядати алгебру A<Z>, яка 

називається прямим добутком алгебр (Ai<Z>)i I  

Нехай A деяка непорожня множина і нехай задано відношення еквівалентності на 

множині A. Маючи відношення еквівалентності ми можемо для кожного елемента x A 

визначити клас еквівалентності: 

[x] ={ y A | x~y} 
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Відомо, що класи еквівалентності утворюють розбиття множини A. Будемо 

позначати A / ~ множину всіх класів еквівалентності. Ця множина називається фактор 

множиною множини A під дією еквівалентності ~. 

 

Підмножина T множини A ( T  A) називається трансверсалом, якщо 

6. T / ~  = A /  ~ 

7. t  T :  [t] T =  { t } 

 Трансверсал можна розглядати як перетин всіх підмножин множини A таких, що 

фактор множина підмножини співпадає з фактор множиною A. 

Пару відношень еквівалентності ~ = (~A , ~Z ) таких, що ~A відношення 

еквівалентності на множині A, ~Z відношення еквівалентності на множині  Z
mA

 , будемо 

називати конгруенцією на алгебрі A<Z>, якщо виконується: 

          Для довільних даних d1 , d2  Z
mA

 , з того що d1 ~Z d2 випливає nop(d1) ~ nop(d2) 

Там де це зрозуміло з контексту, нижні індекси у позначеннях відношень еквівалентності 

будемо опускати. 

Множину всіх конгруенцій заданих на алгебрі A<Z> будемо позначати Con(A<Z>)  

 

Фактор алгеброю (A\~)<Z> алгебри A<Z> по відношенню до конгруенції ~ будемо 

називати алгебру:  

   (A /~)<Z> = < A /~A , { nopi  | i I} >  

8. nop : Z
mA

/~Z  A/~  ,  nop  { nopi  | i I} 

9. nop ( [d] ) = [ nopA (d) ] d Z
mA

 , nop  { nopi  | i I} 

Перевіримо чи мають місце в нашому випадку теореми про гомоморфізми. 

 

Теорема 1 (Перша теорема про гомоморфізм) 

 

Нехай маємо дві алгебри A<Z> та B<Z>. Якщо f – епіморфізм між цими алгебрами, 

то існує ізоморфізм   w : A/~  B,  такий що наступна діаграма комутативна: 

              

A<Z> 

 
B<Z> 

   (A / ~)<Z> 

f 

w 
nat

f
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,де nat
f
  : Z

mA
   Z

mA
/ ~Z   - натуральний гомоморфізм 

      ~   =  f  f
 -1

   - ядро гомоморфізму 

 

Доведення 

 Покладемо: 

   w ( [d] ) = f ( d )  

 Якщо [d1] = [d2] =>  f ( d1 ) = f ( d2 ) => w( [d1] ) = w( [d2 ] ) => w ( [d] ) – 

визначається однозначно, для довільного даного з Z
mA

/~z 
 
 

Тепер для довільної операції  

        nopB ( w([d1]) ) = nopB( f (d1) ) = f ( nopA ( d1 ) ) = w ( [ nopA(d1) ] ) = w ( nopA/~ ( [d1] ) ) 

Звідси w – гомоморфізм. Оскільки f – сюр’єкція => w – сюр’єкція. Для довільних даних 

d1 , d2  :  [d1] [d2 ] => f(d1)  f(d2) => w( [d1] )  w( [d2 ] ) => w – бієкція, а отже 

ізоморфізм 

Теорему доведено 

 

Озн. Нехай ~
φ
, ~

θ 
 довільні конгруенції на алгебрі A<Z> такі, що ~

θ
~

φ
 ( ~

θ
A ~

φ
A , 

~
θ
Z ~

φ
Z) Визначимо фактор-конгруенцію ~

φ/θ
 (інше позначення ~

φ 
/ ~

 θ
) на алгебрі 

(A/~
θ
)<Z> таким способом : 

                  [d1]θ ~
φ/θ 

[d2]θ  d1 ~
φ
 d2 

Фактор-конгруенція звичайно буде і конгруенцією. 

 

Теорема 2 (Друга теорема про гоморфізм) 

 

Нехай ~
φ
, ~

θ
 – дві довільні конгруенції задані на алгебрі A<Z> такі, що ~

θ
~

φ
. Тоді 

відображення ψ : ((A/ ~
θ
 ) /~

φ/θ
 )<Z>)  (A/~

φ
)<Z> визначене співвідношенням: 

ψ ([[d]θ]φ/θ) = [d] φ  

ізоморфізм. 

Доведення 

 nop  {nopi | i I} : 

ψ  ( nop((A/ ~θ) /~φ/θ )<Z> ( [ [d] θ ] φ/θ) ) = ψ  ( [ nop( A/ ~θ )<Z> ( [d] θ ) ] φ/θ  ) = ψ ( [[ nopA<Z> (d) ] θ] φ/θ ) 

= [ nopA<Z> (d) ] φ = nop (A/~φ ) <Z> ( [d]φ ) = nop (A/~φ <Z>) (ψ ([[d]
 
θ]φ/θ) ) 

Отже, ψ – гомоморфізм та  ψ – сюр’єкція. Покажемо, що ψ – ін’єкція 

Для будь яких [d1]θ , [d2]θ  Z
mA

 / ~
θ
 : Якщо [ [d1]θ ]φ/θ  [ [d2]θ ] φ/θ   то   d1 ~

φ 
d2.  

Отже  ψ ([ [d1]θ ]φ/θ )  ψ([ [d2]θ ] φ/θ ) => ψ - ін’єкція.  

сюр’єкція , ін’єкція => бієкція => ψ – ізоморфізм 
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Теорему доведено 

 

Озн. Нехай B A і ~ - довільне відношення еквівалентності задане на множині A. 

Замиканням B(~) множини B під дією конгруенції ~ будемо називати: 

 

B(~) =  b B [b] . 

Лемма 1 

Нехай B<Z> довільна підалгебра алгебри A<Z>  ,  і нехай ~ Con(A<Z>) – довільна 

конгруенція на  A<Z>. Тоді B(~) <Z>   A<Z>. 

Доведення  

10. Очевидно B(~)  A. Це випливає з означення замикання. 

11. Для довільного даного d Z
mB(~)

 та довільної операції nop з алгебри 

виконується: 

d Z
mB(~)

  d1  Z
mB(~)

 : d [d1]  nop(d1)  B  та nop(d) = nop(d1) , оскільки ~ - 

конгруенція nop(d1)  B(~) 

 

Отже, за нашим означенням підалгебри, виконується B(~)<Z>   A<Z> . 

Лему доведено 

 

Нехай A довільна множина, R - бінарне відношення задане на множині A і B 

підмножина A (B A) , тоді обмеженням відношення R на B називається відношення R|B 

= R B
2
 . 

Відомо, що якщо ~ відношення еквівалентності на A, то звуження цього 

відношення на підмножину A  також буде відношенням еквівалентності. 

 

Теорема 3 (Третя теорема про гомоморфізм) 

Нехай B<Z>  A<Z> та ~  Con(A<Z>)  - довільна конгруенція. Тоді  

B /(~|B)<Z>   B(~) / (~ | B(~)) <Z> 

ɼʦʚʝʜʝʥʥʷ  

Розглянемо відображення f : B  B(~) / (~ | B(~)) задане такою рівністю: 

f(d) = [ d ] 

Очевидно, f – епіморфізм. 

Покажемо f   f
-1

 = ~| B : для довільних d1 , d2  Z
mB

  (d1 , d2 )  ~ f(d1) = f(d2) (d1 ; 

[d1] ) , (d2 ; [d1] ) f (d1 , d2 )  f   f
-1

 

Отже, за першою теоремою про гомоморфізм B /(~|B)<Z>   B(~) / (~ | B(~)) <Z>  
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Теорему доведено 

Многовиди 

 

В цьому розділі необхідно ввести поняття сигнатури для алгебр з номінативними 

операціями. Необхідно звернути увагу на те , що у нашому випадку операції залежать від 

множини імен.  

Отже, підсумовуючи будемо надалі користуватись таким  визначенням 

номінативної сигнатури – це пара (Z, F), де Z – множина імен, F – множина 

функціональних символів, що позначають операції визначені на деякому класі множин. 

Для позначення номінативної сигнатури будемо використовувати символ . Множину 

всіх алгебр сигнатури  позначимо Alg( ). Коли припускаємо , що алгебра A<Z> 

сигнатури  задовольняє властивості P, будемо писати A<Z>  Alg( , P ) і будемо 

говорити про множину всіх алгебр, які задовольняють цій властивості Alg( , P ). 

Озн. Клас К - алгебр з номінативними операціями будемо називати многовидом тоді і 

тільки тоді коли він замкнений відносно: 

 (і)   Підалгебр 

 (іі)  Гомоморфних образів 

 (ііі) Прямих добутків 

Багато добре вивчених класів алгебр - кільця, групи, напівгрупи, булеві алгебри - являють 

собою многовиди.  

 

Класи алгебр  

 

В цьому розділі ми вивчимо класи алгебр, аксіоматизовані за допомогою рівнянь та 

екваційних Хорнівських формул.  

 

Алгебра термів 

 

Нехай Ω – номінативна сигнатура, X – множина символів (кожний символ позначає 

змінну), Z ∩X = Ø, F ∩X = Ø. Визначимо T(Ω,X) – множину всіх термів сигнатури Ω над 

змінними X і для кожного терма t з T(Ω,X) визначимо множину змінних Vars(t) X : 

 Якщо x X , f F , f(x) – терм то Vars(f(x)) = { x } 
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 Якщо t1 ,…, tn ,… – терми , z1,..,zn,…. Z , f,f1,…,fn F, то  f([z1 f1(t1),… zn fn(tn),…]  

) – терм,  

Var (f([z1 f1(t1),… zn fn(tn),…]  )) = Var(t1) … Var(tn) .... 

Нехай A<Z> - довільна алгебра сигнатури Ω . Виділимо в цій множині яку-небудь 

підмножину елементів D A. Розглянемо клас K підмножин A які є надмножинами D і 

такий, що для довільної множини B з цього класу, відповідна множина номінативних 

даних Z
mB

 замкнена відносно кожної з операцій алгебри. Нагадаємо, що множина 

номінативних даних Z
mB

 замкнена відносно операції w, якщо повний образ w(Z
mB

) 

підмножина множини B. Очевидно, що клас K непорожній, оскільки A  D. Формально, 

клас K можна визначити так:  

K(D) = {B | B A D A   w Ω  w(Z
mB

) B} 

 Перетин всіх множин цього класу: 


KD

D  = D* 

буде таким, що множина номінативних даних Z
mD*

 буде замкнений відносно всіх операцій 

початкової алгебри A<Z>. Підмножину D
*
 можна також визначити, як найменшу 

підмножину A, яка містить D і множина номінативних даних Z
mD* 

замкнена відносно 

кожної операції з початкової алгебри A<Z>. 

 

Надалі обмежемось класом алгебр для яких справедлива наступна теорема: 

Підмножина D
* 

A, породжена в A<Z> за допомогою операцій f1 , f2 , ….,  цієї 

алгебри, складається з елементів, які являються значеннями термів записаних за 

допомогою операцій f1, f2 ,…. , та символів які позначають деякі елементи множини Z
mD

. 

Будемо казати,  що сукупність елементів D A деякої алгебри A<Z> породжує підалгебру 

A1<Z>, якщо D породжує множину A1 за допомогою основних операцій в алгебрі A<Z>. 

Множина D називається множиною твірних алгебри A1<Z>. Беручи до уваги вище 

наведену теорему, множина D A тоді і тільки тоді буде множиною твірних алгебри 

A<Z>, коли кожний елемент цієї алгебри являється значенням терма побудованого з 

символів основних операцій алгебри, та символів деяких елементів множини D.  

Алгебра називається скінченнопородженою, якщо множина її твірних – скінчена в 

інакшому випадку алгебру називають нескінченнопородженою. 

 Множину термів T( , X), при наших обмеженнях на клас алгебр, можна 

розглядати як універсальну -алгебру.  

Тепер визначимо обчислення значення терму в алгебрі. Нехай A<Z> алгебра 

сигнатури  і  α : X Z
mA

 – відображення, яке приписує символам з X деяке номінативне 
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дане (це відображення будемо називати відображенням інтерпретації). Для такого 

відображення α визначимо відображення обчислення значення терму 

V
α
 : T( , X)  A 

,яке приписує терму (або обчислює значення терму, як) елемент з A. Відображення V
α 

можна задавати за допомогою індукції: 

 V
α
( f(x) ) = f(α(x)) 

 V
α
 (f([z1 f1(t1),… zn fn(tn),…]  )) = f([z1 f1(V

α
 (t1)),… zn fn(V

α
 (tn)),…]  ) 

 

Говорять, що в алгебрі A<Z> виконується тотожне співвідношення (або просто 

тотожність) t1 = t2, коли V
α
 (t1) = V

α
 (t2) в A<Z> при будь-якій інтерпретації α . 

Якщо дана множина тотожних співвідношень Eq, то з сукупності алгебр сигнатури , в 

яких виконуються всі тотожні співвідношення з Eq, складається клас алгебр, який 

позначатиметься K(  , Eq ). 

 

Вільні, ініціальні та фінальні алгебри 

 

Перейдемо тепер до вивчення важливого поняття вільної алгебри для деякого класу 

універсальних алгебр. 

Озн. Нехай K – довільний клас алгебр, F<Z> – алгебра (можливо і не з класу K), 

X F. Кажуть, що алгебра F<Z> вільна для класу K на X тоді і тільки тоді, коли для 

довільної алгебри A K, довільного відображення: 

α : X A 

існує єдине розширення α до гомоморфізму α` : F A. 

Будемо казати що алгебра F<Z> вільна для класу K, якщо F<Z> вільна для K на 

деяких підмножинах множини F.  

 

ʊʝʦʨʝʤʘ 

Нехай K – довільний клас алгебр. Нехай A<Z>  K  та X F. Якщо F<Z> вільна 

для K на X та | X |  | A |,тоді A<Z> гомоморфний образ алгебри F<Z>, або еквівалентно: 

A<Z> ізоморфна деякій фактор-алгебрі алгебри F<Z>. 

Доведення 

Нехай | X |  | A |. Тоді існує сюр’єкція α : X  A. З означення вільної алгебри 

випливає, що α має єдине розширення до гомоморфізму α` : F A, який в свою чергу 
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являється епіморфізмом. Звідки A = α` (F). За першою теоремою про гоморфізм, A<Z>  

(F  / ~ 
α`

 )<Z>  , де ~ 
α` 

- ядро гомоморфізму. 

Теорему доведено 

 

Відомий наступний факт – якщо алгебра F<Z> вільна для класу K і K1 K, тоді 

F<Z> вільна для класу K1. Важливим наслідком, який випливає з цього буде наступний. 

Якщо алгебра F<Z> вільна для класу Alg( ) тоді F<Z> вільна для довільного класу K 

алгебр цієї сигнатури (тому, що K  Alg( )). Постає питання існування вільних алгебр 

для Alg( ). Для Alg( ), найпростішою за будовою, вільною алгеброю є алгебра термів 

T( , X). 
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Висновки 

 

 

У роботі розглянуто алгебраїчний апарат, який використовується в теорії програму-

вання. До нього насамперед належать програмні алгебри та системи алгоритмічних алгебр 

Глушкова. Наведено основні відомості з теорії універсальних алгебр. 

Результатами роботи є дослідження номінативних алгебр. Розглянуто поняття 

підалгебр, гомоморфізмів, фактор-алгебр, відношення конгруентності. Для випадку такого 

типу алгебр доведено теореми про гомоморфізми, побудована алгебра термів.  

Важливою перевагою номінативних алгебр є можливість їх використання для опису 

більш широкого кола програмних систем, та розв’язання проблем пов’язаних з 

формалізацією предметних областей, що виникають в програмуванні. Дослідження 

проводилось спираючись на ідеї композиційно-номінативного підходу. Такий підхід 

дозволяє зручно описувати дані, які виникають при програмуванні. Це стосується як 

простих типів даних, так і складних. Наприклад, дерева, масиви, графи та інші. 

Особливісттю роботи є те, що дослідження номінативних алгебр проводиться 

вперше.  
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